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摘  要：块衰落信道上全分集 LDPC 的构造与性能分析成为近期研究的热点。ML 译码算法下全分集 LDPC 码可

以通过设计列满秩的校验子矩阵来实现。然而，基于 ML 准则的全分集码字，采用迭代译码算法时，不能保证全

分集。因此，该文通过设计特定结构的校验矩阵，实现了在迭代译码算法下能取得全分集的 LDPC 码，分析了其

密度演化过程。 在此基础上，进一步研究了全分集 LDPC 码字结构与性能的关系，提出了提高全分集 LDPC 码

编码增益的方法。仿真结果表明，该文构造的 LDPC 码不仅能够取得全分集，并且具有较高的编码增益。 
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Abstract: Full diversity Low Density Parity Check (LDPC) codes construction is the hot spot in LDPC field at 

present. Traditional construction algorithm designs column full rank check submatrix to realize full diversity LDPC 

codes under ML decoding algorithm. However, under BP decoding algorithm, the LDPC codes designed based on 

ML principle can not guarantee full diversity. In this paper, the construction method of full diversity LDPC codes 

under BP decoding algorithm is first put forward by changing the structure of parity check matrix, then, density 

propagetion process of full diversity LDPC codes is analyzed. Finally, the relationship between the structure of full 

diversity LDPC codes and the coding gain is researched, and the algorithm to improve coding gain is given. 

Simulation results show that the proposed algthriom can not only achieve full diversity, but also get better 

performace than random constructed LDPC codes. 
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1  引言  

近年来，块衰落信道上全分集 LDPC 码的研究

引起广泛关注 [1 4]− 。文献[5]从多边码的角度对全分

集 LDPC 码进行了分析，但它基于 ML 译码准则，

ML 译码算法下的全分集 LDPC 码并不能保证在迭

代译码算法下取得全分集[6]。文献[7,8]提出了采用

root-LDPC 码的方法，解决了在块衰落数目为 2 的

信道上，迭代译码时的全分集问题，研究了 root- 
LDPC 码的误字率(Word Error Rate, WER)性能，

但其仅仅分析了块衰落信道数目为 2 的简单情况。
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文献[9,10]分别针对 H-ARQ 和 ARQ 信道，分析了

全分集 LDPC 码的构造方法，但 ARQ 信道不具有

一般性。此外，上述算法对构造的码字在迭代译码

算法下的误码性能与码字的关系未加研究。 
本文对块衰落信道上全分集 LDPC 码的构造方

法以及性能进行了深入分析，重点研究了采用迭代

译码算法时，任意数目块衰落信道上，全分集 LDPC
码的构造方法；推导了全分集 LDPC 的密度演化过

程；分析了全分集 LDPC 码字结构与编码增益的关

系，提出了提高全分集 LDPC 码编码增益的方法。 

2  全分集 LDPC 码的构造 

在 ML 译码算法下，可以通过设计列满秩的校

验子矩阵来实现[7]。 然而，由于伪码重量的存在，

在 ML 算法下的全分集 LDPC 码在迭代译码算法下
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并不能保证全分集。因此，研究在迭代译码算法下

的全分集 LDPC 码具有重要意义。 
假设码字长度为N ，码率为 1/2，信道块衰落

数目 cn =2，衰落系数分别记为 1α 和 2α ，则信息比

特和奇偶校验比特的长度均为 /2N 。将信息比特分

成两部分： /4N bit(记为1i )在 1α 上传输， /4N bit 
(记为2i )在 2α 上传输，奇偶校验比特也分成两部分

1p和2p 。图 1 给出了在迭代译码算法下能取得全分

集的 LDPC 码 Tanner 图及校验矩阵，称为根校验

全分集 LDPC 码。图中I 为单位矩阵，其余子矩阵

随机生成。其中，1C , 2C 为根校验节点，1C 通过

度数为 1 的根连接与在 1α 上传输的信息比特1i 相

连，而与在 2α 上传输的信息比特2i ，奇偶校验比特

2p 则以任意度数连接，其度数由 2iH , 2pH 的列重

决定；同样，2C 也按照相应的方式连接。连线上的

数字表示连接的度数。 

 

图 1 根校验全分集 LDPC 码的 Tanner 图及其校验矩阵( 2cn = ) 

假设 , 1, , 1i iαΛ δ= − 为输入到度数为 δ 的根校

验节点Φ 的 LLR，则根据 LDPC 迭代译码算法，输

出似然比为 
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其中 th( )x 是双曲正切函数，a 和e 分别表示先验消

息和外部消息。由于最小和译码算法是 BP 译码的

近似。因此，采用最小和译码算法来简化根校验节

点Φ 输出的消息， 
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假设传输全 0 码字，则块衰落信道 jα 传给另外块衰

落信道的信息( 1,2)j = 为 
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在块衰落信道α上传输的先验信息为 
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其中y zα= + , 2(0, )z N σ∼ 。在第 1 次迭代时，式

(2)中的 i
αΛ 都具有式(4)形式。对于1i 中度数为 ξ 信

息比特 θ 而言，除了先验消息外，还要接收到来至

校验节点的外部消息： e
jΛ , 1,2, ,j ε= 。对于 2cn =

的块衰落信道而言， 2ε ≥ 。 θ 分别与1 ,2C C 连接。

因此， θ 的后验信息为 
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用 1
eΛ 表示1C 中与 θ 相连的根校验节点产生的外部

信息。 1i 中的错误概率 (1 )eP i 由 Λ 中的前两项

0 1
eΛ Λ+ 决定，因此只需考察 0 1

eΛ Λ+ ，其中 1
eΛ 由式

(4)计算得到。 
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则接收到的后验消息的前两项为 
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令 2 ( 1) 2
1 2 2(1 2 )T εα ψ α−= + − ，其服从四阶 2χ 分布。

当信噪比 0/bE N → ∞ , 2 2
1 2T α α→ + ，由分集阶数

的定义可知，其分集阶数为 2，即取得了全分集。 

当块分集数目 cn 大于 2, 1/ cR n≤ 时，将信息

比特分成 cn 部分(记为 1i , 2i , , cn i ): 1i 在 1α 上传

输， 2i 在 2α 上传输， , cn i 在
cnα 上传输。奇偶校

验比特也分成 cn 部分。其中，1C , 2C , , cn C 为根

校验节点，1C 通过度数为 1 的根连接与在 1α 上传输

的信息比特 1i 相连，而与在 2α 上传输的信息比特

2i ，奇偶校验比特2p 则以任意度数连接，其度数由

2iH , 2pH 的列重决定；同样，2C , , cn C 也遵从相

应的规律。 

3  根校验全分集 LDPC 码的密度演化过程 

由 LDPC 码 Tanner 图可知，比特节点的平均

度数与校验节点的平均度数表示为 

2 2
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其中 bd 为比特节点的最大度数， cd 为校验节点的最

大度数； iλ 表示度数为 i 的比特节点所占比例， jρ 表

示度数为 j 的校验节点所占比例。从节点的角度，

归一化的度数分布为 
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假设从每个节点中去掉一条边，新的度数分布

记为 ( )xλ ，新的平均度数分布记为 1bd − ，新的归一

化度数系数记为 ( )/x xλ ，则有 
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以块衰落数目 2cn = 为例，如图 2 所示，假设

与根校验节点 2C 相连的边的集合为 ES (除去根连

接)， 1 1E i pS S S= ∪ 。其中 1| |iS 为1i 与2C 相连的边

的数量， 1| |pS 为1p 与2C 相连的边的数量。定义 ef 为

ES 中 1iS 所占的比例， eg 为 ES 中 1pS 所占的比例，

则有 

 

图 2 根校验全分集 LDPC 码 Tanner 以及消息传递( 2cn = ) 
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全分集 LDPC Tanner 图包含 4 种类型的变量

(1i ,1p , 2i , 2p )，两种根校验节点(1C , 2C )和 6 个不

同的边。用变量 1x , 2x , , 6x 分别表示在以下边上迭

代的消息： 1 1i C→ , 2 2i C→ , 1 2i C→ , 2 1i C→ , 

1 2p C→ , 2 1p C→ , 1q , 2q , 1f , 2f , 1g , 2g 分别为对应节

点之间传递的对数似然比(LLR)。密度演化就是研

究 LLR 概率密度在节点之间迭代的过程。 

假设 1 1( )X p x∼ , 2 2( )X p x∼ 是两个独立的随机 
变量，其概率密度函数分别为 1( )p x 和 2( )p x ，则

1 2X X+ 的概率密度函数为 1( )p x 与 2( )p x 的卷积，记

为： 1 2( ) ( )p x p x⊗ 。 ( ) np x ⊗ 表示 ( )p x 与自己卷积n 次。

从校验节点输出的变量Y 的概率密度函数 ( )p y 记为

1 2( ) ( )p x p x ，称为 R 卷积。 ( ) np x 表示 ( )p x 与自

己 R 卷积n 次。 
图 3 为比特节点1i 局部 Tanner 图，该图详细描

述了1i 向1C 消息传递的过程。全分集 LDPC 码的

密度演化比传统 LDPC 码的密度演化复杂。在

Tanner 图的基础上，采用与传统 LDPC 码类似的密

度演化方法， 给出全分集 LDPC 的密度演化公式

为 
1
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其中 1
1 ( )mq x+ 为第 1m + 次迭代，1 1i C→ 的信息。同

理，可得 
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当 2cn > 时，信息比特1i 局部 Tanner 图如图

3(b)所示：Tanner 图包含2 cn 种类型的变量(1i ,1p , 

2i , 2p , 3i , 3p , , cn i , cn p ), cn 种根校验节点( 1C , 

2C , , cn C )和 (2 1)c cn n − 条不同的边。用变量 1x , 

2x , , (2 1)c cn nx − 分别表示在每条边上迭代的消息，

iq , ijf , ijg 分别为对应节点之间传输的对数似然比

(LLR)。其中 iq 为第 i 个根连接上传输的信息， ijf  

 

图 3 信息比特 1i 局部 Tanner 图 
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为信息比特 ii 传递给校验节点 jC 的信息， ijg 为奇

偶校验比特 ip 与校验节点 jC 之间传递的信息，其

中： (1,2, , )ci n∈ , (1,2, , )cj n∈ , i j≠ 。图 3(b) 给
出了信息比特1i 的局部 Tanner 图以及1i 向1C 传递

消息的过程。采用与传统 LDPC 码类似的密度演化

方法， 给出全分集 LDPC 的密度演化公式： 
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1= ，同理可以求出任意 iq , ijf , ijg 。 

4  高编码增益根校验全分集 LDPC 码构造 

由式(5)可知，在 2cn = 的块衰落信道上，第 l 次

迭代的对数似然比 lΛ 表示为 
2 2
1 2lΛ ξα ζα∝ +             (16) 

即 lΛ 正比于 2 2
1 2ξα ζα+ ，其中， ξ 为从 2 1i C→ 的能

量系数，ζ 为1 2i C→ 的能量系数， 1α , 2α 为衰落系

数。假设2i 中的信息比特 θ 在传输过程中发生错误，

2i 与 δ 个来自1C 和2C 校验节点相连。假设 δ 中 ξ 个
来自1C 的校验节点被用来纠正 θ , ξ 被称为能量系

数，显然 ξ 越大，纠错能力越强。如1C 中与信息比

特 θ 相连的校验节点Φ 被用来纠正 θ ，则与Φ 相连

的其它节点已知。由图 4 可知，这些节点从2i 或2p

中选取，这意味着2p 中的一些奇偶校验比特在若干

次迭代后未被全删除(全分集奇偶校验比特)。能量

系数和这些未被删除的全分集奇偶校验比特有关，

假设第m 次迭代时全分集奇偶校验比特所占比例为

mp 。 
奇偶校验比特 2p 的局部Tanner图如图5所示，

1C 的叶子节点随机地从 2i 和2p 中选取，其概率分 

 

图4 信息比特 2i 局部Tanner图 

 

图5 奇偶校验比特 2p 局部Tanner图 

别为 ef 和 eg 。度数为 j 的根校验节点1C 与叶子节点

之间没有奇偶校验比特相连的概率为 2j
ef
− ，由密度

演化过程可知，全分集奇偶校验比特所占比例的迭

代公式如式(17)： 
~
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从2i 局部 Tanner 图 4 可知，经过大量的迭代

后，信息比特2i 全部被正确译码，信息比特1i 以及

奇偶校验比特1p 未被全删除，奇偶校验比特 2p 有

p∞ 的概率被恢复，1 p∞− 的概率被删除。假设信息

比特2i 的度数为 2δ + ，其中 0 2bdδ≤ ≤ − 。因此，

能量系数满足1 1bdξ≤ ≤ − 。考察根校验节点1C ，

假设 j 为根校验节点1C 的度， l 为从奇偶校验比特

2p 输入的 2j − 个边中已恢复的节点。则度数为 j 的

校验节点1C 产生消息 2
1α 的概率为 

2
2 2

0

2
(1 ) ( (1 ) )

j
j l l l j

e e e e
l

j
f f p f f p

l

−
− − −

∞ ∞
=

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ − = + −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ (18) 

用 eΓ 表示1C 发送给 2i 的消息未被删除的平均

概率，用 ( , )P ξ δ∞ 表示度数为 2δ + 比特节点 2i ，能

量系数为 ξ 的概率质量函数，经过通过 ( )xρ , ( )xλ 迭

代平均后有 
1 1

1

1

1
( ) (1 ) ,

11

         1 1

bd
ie

e
e i

b

i
P

d

ξ
Γ

ξ λ Γ
ξΤ

ξ

− −
−

∞
=

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟= −⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎜ −⎜− ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≤ ≤ −

∑
  (19) 

式(19)给出了能量系数概率取值的下限与 p∞

的关系。可以看到 p∞ 越大，能量系数越大。因此可
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以通过控制 p∞ ，增加全分集奇偶校验比特的比例来

提高系统性能。这里采用和信息比特相同的思想，

将图 1 中的奇偶校验比特1p 进行分裂，分成两部分，

分别称为“1pi ”和“1pp ”。其中，“1pp ”又可

以进一步分裂成“1ppi ”和“1ppp ”。由前面的分

析可知：“1pi ”和“1ppi ”的部分都获得了全分

集。同样，2p 也可以采用同样的方法进行处理。 
重复上述分裂过程，使得a 部分的奇偶校验比

特具有 2 阶的根校验，如图 6 所示，称为 2 阶根校

验全分集 LDPC 码。显然，第 1 层分裂时，α = 1/2，

第 2 次分裂时， 1/2 1/4α = +  ，第 3 次分裂时，

1/2 1/4 1/8α = + + ，因此，随着迭代分裂的增加， 
1/2 1/4 1/8α = + + + ，越来越趋近于 1，称为

全分集奇偶校验比特。 

5  仿真结果与分析 

实验中，采用 BPSK 调制，噪声 2 2(0, ),iz N σ σ∼  

0 /2N= ，信道的衰落 jα 服从独立的瑞利分布，译

码算法采用BP迭代译码算法，最大迭代次数 50 次，

图 7-图 11 中码长 4000N = ，图 12 中码长N =  
2000。图 7 比较了基于 ML 算法构造的(3, 6)全分集

LDPC 码采用 ML 译码，以及迭代译码时的性能，

图中还给出了中断概率曲线。可以看到，采用迭代

译码时，基于 ML 准则设计的码字性能较差，不能

取得全分集。这主要是因为伪码重量的存在，在迭

代译码时，基于块的最小伪码重量等于 0，导致迭

代译码性能的下降。   
图 8 给出了随机构造的(3,6)LDPC 码，规则(3, 

6)根校验全分集 LDPC 码(记为：root-LDPC)，以

及非规则(3, 6)根校验全分集LDPC的采用BP译码

的 WER 性能。其中，非规则 LDPC 码的度数分布

采用与文献[11]相同的度数分布。从图中可以看出，

不论是非规则 root-LDPC 还是规则 root-LDPC 都

能取得全分集，非规则 LDPC 码性能要略优于规则 

(3,6)码性能。在 WER 为 410− 时，大概有 0.34 dB 
的改善。非规则 root-LDPC 码与中断限之间的间隔

为 0.67 dB。 
图 9 比较了不同块衰落数目时码字的性能，仿

真了块衰落数目分别为 2, 3, 4 的情况，实验中码率

R=1/4，可以看到，在码字速率与长度一定的情况

下，块衰落数目的增加使得码字获得更多的分集增

益，这是因为在译码过程中，信息节点和校验节点

都从其它的块衰落信道上获得了更多的校验，从而

获得更多的分集，并且从图上可以看出不论块衰落

数目为 2, 3 还是 4，都能获得全分集。 

图 10 和图 11 分别给出了采用本文算法构造的

2 阶全分集 LDPC 码字的性能。分别仿真了 2 阶全

分集 LDPC 码 1/2a = ，以及没有采用 2 阶全分集

LDPC 码字的性能。其中图 10 仿真了 2cn = ，图

11 仿真了 3cn = 的情况下，采用上述方法构造的(3, 

6)全分集 LDPC 码。由图可见 2 阶全分集码字获得

了一定的编码增益，具有更加优异的性能。这是因

为采用了 2 阶全分集技术，增加全分集奇偶校验比

特的比例，这些奇偶校验比特在迭代译码过程中向

信息节点传递外部信息，增加了能量系数，从而改

善了码字性能。 

图 12 给出了本文所提算法与文献[9,10]算法的

性能比较，实验中采用 BPSK 调制，码长 2000N = ，

BP 译码的最大迭代译码次数 50 次。首先，比较了

本文所提的算法在 2cn = 时的性能与文献[9]中采用

CPC 的 H-ARQ 性能，可以看到，无论是本文所提

算法还是文献[9]所提算法都能取得全分集，由于基

于CPC的H-ARQ在重传过程中增加了更多的冗余

信息，性能优于本文构造的根校验全分集 LDPC 码，

但要稍逊于本文提出的 2 阶根校验 LDPC 码(a =  

3/ 4 )，但是 ARQ 会导致传输延时增加。其次，比

较了本文所提的算法在( 4, 1/ 4cn R= = )情况下的 

 

图 6 2 阶根校验全分集 LDPC 码校验矩阵及结构示意图 
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图 7 基于 ML 的全分集，LDPC 码           图 8 不同码字性能比较( 2cn = )          图 9 不同块衰落数目码字性能分析 

在 ML, BP 译码算法下性能比较 

 

图 10 2 阶根校验全分集                    图 11 2 阶根校验全分                      图 12 本文构造码字 

          LDPC 性能比较( 2cn = )                  集 LDPC 性能( 3cn = )                    与文献码字性能比较 

性能与文献[10]中采用校验分割的码字在块衰落数

目为 2，重传次数为 2(即 2, 2, 1 1/2L B R= = = )下
的性能，可以看到两者都能取得全分集，分集阶数

均为 4。但是由于文献[10]算法在重传过程中，只是

简单的重复编码，并没有带来编码增益，因此，本

文算法的性能优于文献[10]中的码字性能。 
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