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基于多元 LDPC 码扩展最小和译码的软信息迭代生成算法 
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摘  要：为克服多元 LDPC 码的扩展最小和(Extended Min-Sum, EMS)译码算法中对数似然比(Log Likelihood 

Ratio, LLR)生成及排序复杂度过高的问题，该文针对以 BPSK 为调制方式的编码调制系统，提出一种快速而简单

的 LLR 生成算法。该算法采用一种低复杂度的迭代计算方式，可快速生成并排序 LLR，适用于硬件实现的流水线

结构，能够加速译码器的译码速度并提高译码器吞吐量。仿真结果表明：所提出算法对译码性能基本没有影响且极

大降低 LLR 计算的复杂度，是一种适用于高速多元 LDPC 译码器前端实现的候选算法。 
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Abstract: To overcome the drawback of the high complexity of Log Likelihood Ratio (LLR) generation and its 

accompanying sorting in Extended Min-Sum (EMS) decoding of non-binary Low-Density Parity-Check (LDPC) 

codes, for non-binary LDPC-coded BPSK modulation systems, a high-speed and low-complexity LLR derivation 

algorithm is proposed in this paper. The proposed algorithm employs an iterative computation method to generate 

and sort the LLRs. The front-end of a decoder implementing the proposed algorithm can work in pipeline mode, 

which accelerates the decoding process and increases the throughput of the decoder. Simulation results show that, 

the proposed algorithm incurs negligible performance loss, which makes it a good candidate for the hardware 

implementation of the front-end in non-binary LDPC decoders. 
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1  引言  

最早由 Gallager[1]于 1962 年提出的低密度校验

码(Low-Density Parity-Check codes, LDPC codes)
被认为是一类逼近香农限的好码。文献[2]首次提出

了定义在有限域上的多元 LDPC 码，他们证实多元

LDPC 码比二元 LDPC 码具有更好的性能，具体表

现在：能消除四环对译码收敛性的影响，从而具有

更好的纠错性能；在衰落信道中的抗突发错误能力

                                                        
2011-04-07 收到，2011-07-08 改回 

国家自然科学基金(60972046, 61001130)，长江学者和创新团队发展

计划 (IRT0852)，国家科技重大专项基金  (2009ZX03003-011, 

2010ZX03003-003-03)和通信网信息传输与分发技术重点实验室开

放基金 (ITU-U1007)资助课题 

*通信作者：何光华  ghhe@mail.xidian.edu.cn 

更强；适合较高速率的传输，即适宜与高阶调制相

结合，从而提供更高的数据传输速率和谱效率[3,4]。

在中、短码长上，采用 BPSK 调制的等码长条件下，

比二元 LDPC 码具有更好的性能[5]。在多元 LDPC
码的构造研究上，文献[6,7]等提出了编码简单、性

能较优且具有低错误平层的构造方法。 
然而，多元 LDPC 码的诸多优点却被其高复杂

度的译码算法所中和。为降低多元 LDPC 译码复杂

度，MacKay 等人[8]提出一种比 q 元和积译码算法

(QSPA)更为简单有效的译码算法，即基于有限域的

快速傅里叶变换和积译码算法(FFT-QSPA)。但对

高阶有限域而言，其运算量仍很巨大。扩展最小和

(EMS)译码算法最早由 Declercq 等人[9]提出，并后

续由 Voicila 等人[10]对其进行了修正。它是对数似然



第 11 期               何光华等： 基于多元 LDPC 码扩展最小和译码的软信息迭代生成算法                      2623 

比为度量下的多元和积译码算法的简化，在译码复

杂度和译码性能之间做到了很好的平衡，适于硬件

的实现[11,12]，是多元 LDPC 译码器实现的一个较优

的候选译码算法。 
在采用 EMS 译码算法的多元 LDPC 编码调制

系统中，当对 GF(q)上 LDPC 码字的接收序列进行

解调和译码时，并不是将 q个 LLR信息全部都利用，

而仅仅选取其中 nm 个最大的 LLR 值。整个 EMS
译码算法的关键一步是 nm个最可靠 LLR 的生成以

及排序问题。在硬件实现上，由于排序会有很大的

译码延迟而造成译码器吞吐量降低，因此针对多元

LDPC 译码器在采用 EMS 译码算法完成硬件实现

时，本文提出一种快速有效的 LLR 排序生成算法。 
本文的结构如下：第 2 节将介绍多元 LDPC 译

码中一些基本定义及 EMS 算法。第 3 节对 EMS 译

码算法下的 LLR 进行了重新定义，提出一种基于译

码符号硬判决的 LLR 定义，并给出 LLR 的计算公

式。第 4节将介绍所提出的LLR迭代排序生成算法。

第 5 节将对所提出的算法进行性能仿真和复杂度分

析。最后给出全文结论。 

2  多元 LDPC 码及 EMS 算法 

令 GF(q), q=2p，表示一个特征为 2 的有限域，

p 为整数。定义在 GF(q)上码长为 N 的 q 元 LDPC
码C 可由一个 M×N 的稀疏校验矩阵H给出，H= 
[hi,j], , GF( )i jh q∈ ，其中 M 是校验方程的个数。令

[ ]0 1 1, , , Nv v v −=v " 表示 C 中一个码字，则有 TvH  
0= 。 

1

,
0

0,  0,1, , 1
N

i j j
j

h v i M
−

=

= = −∑ "　      (1) 

式(1)中所有乘法和加法运算均定义在有限域 GF(q)

上。 

在图 1 所示的多元 LDPC 因子图中，变量节点

是有限域 GF(q)上的任一域元素，变量节点通过校

验矩阵所确定的对应关系与校验节点相连。在每次

迭代译码过程中，消息在校验节点和变量节点之间

传递，而二者通过图 1 中所示的边互连。由于码字

符号是有限域上的任一符号，因此在边上传递消息

的长度也是 q，即消息向量所包含的变量数目为 q。
设边上传递的消息是长度为 q的向量，记为U 。GF(q)
上的域元素可用一个多项式表示，令向量U 中的元

素用一 p 维张量表示，记为 1 2[ , , , ]qU a a a" ，其中

{ }0,1ka ∈ 。 

1 2[ , , , ]qU a a a" 在因子图中表示与域元素a 对应

的一个消息。在译码过程中，校验节点和变量节点

之间所传递的消息向量U 所包含消息长度为 q，分 

 

图 1 多元 LDPC 码的校验矩阵中的非零元在因子图中的转换 

别对应有限域 GF(q)上的 q 个域元素。 
EMS译码算法在迭代译码过程中只传递 q个消

息中置信度较高的 nm个消息，其余消息都以一个常

数 Aγ 代替[10]，其只涉及比较大小和加法运算，从而

降低了计算量。EMS 算法中初始信道消息向量的表

示形式为 
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其中，每一个对数似然比值为 

( )
( )
( )

log
0
i

i

P x a
L x a

P x

=
= =

=
       (3) 

其中 GF( ),  1ia q i p∈ ≤ ≤ 。 
这里要说明：在迭代译码的过程中，节点之间

所传递的消息向量不仅包含 nm个对数似然值，还需

要包含该似然值对应的域元素。 

3  基于符号硬判决的 LLR 定义 

GF(q=2p)上的元素X 可以表示为一个长度为 p
二进制序列，即 0 1 1( , , , )pX x x x −= " 。在 BPSK 调制

下，令信道接收序列为 0 1 1( , , , )pY y y y −= " ，则有 

( )( )
0,1, , 1i i i i p

Y y B x n
= ⋅⋅⋅ −

= = +        (4) 

其中 in 为加性高斯噪声且 2(0, )in N σ∼ 。 ( )B x =  

2 1x − ，即判决方式为
1, 0

( )
1, 1

x
B x

x

⎧− =⎪⎪= ⎨⎪+ =⎪⎩
，则 

ln( ( / ))P Y X 可由式(5)得出 
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∏
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令Ω 为 GF(q)上令 ln( ( / ))P Y X 具有最大值的

域元素。根据式(5), Ω 可以由式(6)得出 

( )( )
0,1, , 1

HDi i i p
l yΩ

= −
= =

"
        (6) 
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其中 HD 表示对y 进行硬判，判决方式为 

( )
0,   0

HD
1,   0

y
y

y

⎧ ∀ <⎪⎪⎪= ⎨⎪ ∀ ≥⎪⎪⎩
 

此外，GF(q)中的符号X 所对应的软信息 ( )L X
可由符号X 的似然概率与Ω 的似然概率运算得出 

( )
( )
( )

/
ln

/

P Y X
L X

P Y Ω

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
          (7) 

根据式(5)，式(7)可以扩展为 
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通过定义Ω ，可以看出 ( )L X 是一个负值。为便

于计算，这里定义 ( ) ( )L X L X= − 来消除负值在运算

中的不便。根据式(7)，可得 

( )
1

2
0

2
| |

p

i i
i

L X y Δ
σ

−

=

= ∑           (9) 

其中 XORi i ix lΔ = ，即 
0,  

1,  

i i

i
i i

x l

x l
Δ

⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

当 和 具有相同的符号时

当 和 具有不同的符号时
 

下面举例来说明这种 LLR 的定义和计算方法。

以 GF(8)上的消息表示方法为例，在概率域上： 
( ) ( )GFx qP I x ∈= ，其中 q=8。 

( )
( )

( )

0 1 2 3 4 5 60;  ;  ;  ;  ;  ;  ;  

0.10;  0.25;  0.05;  0.03;  0.07;  0.04;  0.37;  0.09

1

α α α α α α α

=∑
 

这里可得具有最大似然概率的域元素符号为 5α ，令
5hl α= 。 

经典计算 LLR 的方法： LLR( ) LLR( (x P I=  
( )( ))) ln 0x P I= − = ， 

( )0 1 2 3 4 5 60;  ;  ;  ;  ;  ;  ;  

(0;  0.91;  0.69;  1.20;  0.36;  0.92;

  1.31;  0.11)

α α α α α α α

− − − −

−

 

按上文所述，采用符号硬判决方式的 LLR 计算公式

为 
( )( ) ( )( )LLR( ) ln lnx P I x P hl= = −    (10) 

其中 ( ) 0.37P hl = ，则有 

( )0 1 2 3 4 5 60;  ;  ;  ;  ;  ;  ;  

( 1.31;  0.39;  2.00;  2.51;  1.67;

  2.22;  0;  1.41)

α α α α α α α

− − − − −

− −

 

这里可以看出，得到软信息值都是非正数，为

了避免处理负值带来的不便，这里重新定义 LLR 为 
( )( ) ( )( )LLR( ) ln lnx P I hl P I x= = − =    (11) 

则有 

( )

( )采用 量化

0 1 2 3 4 5 6(0;  ;  ;  ;  ;  ;  ;  )

1.31;  0.39;  2.00;  2.51;  1.67;  2.22;  0;  1.41

13;  4;  20;  25;  17;  22;  0;  14 6 bit

α α α α α α α

 

( )13;  4;  15;  15;  15;  15;  0;  14 为防止溢出，进行

数值截取。 

根据 EMS 译码算法，若只选取 nm=4 个最可靠

的软信息值，即 

( ) ( ) ( ) ( ){ }5 0 60, , 4, , 13, 0 , 14,L α α α=  

用图 2可以更为直观地了解本文所述的LLR生

成方法。图 2 所示为 GF(64)域上的发送信号以每符

号 6 bit 进行传输。 

 

图 2 一个 GF(64)域上的高斯信道传输模型 

上述关于 LLR 的重新定义，针对图 2 可以具体

解释为： 
设有限域 GF(q)的符号S 以 6 bit 进行传输，即

( ) 0,1, ,5i i
S b

=
= " ，其中 { }0,1ib ∈ 。S 经过 BPSK 调制

后映射为 ( ) 0,1, ,5i i
X x

=
= " ，其中 { }1, 1ix ∈ − + ，其判 

决方式：
1, 0

1, 1

i

i
i

b
x

b

⎧− =⎪⎪⎪= ⎨⎪+ =⎪⎪⎩
。信息序列通过 AWGN 

信道所引入的噪声为 ( ) 0,1, ,5i i
W w

=
= " ，则有Y =  

X W+ ，即( ) ( ) ( )0,1, ,5 0,1, ,5 0,1, ,5i i ii i i
y x w

= = =
= +" " " ，其 

中 iw 为加性高斯噪声且 2(0, )in N σ∼ ，由于引入了

噪声，信息序列将变为实数信号，即 iy R∈ 。 
首先对接收信号Y 进行硬判决，根据 HD =  
( )sign Y ，有 ( )LLR HD 0= ，则基于符号硬判决的

LLR 定义为 
( )
( )

( )
( )

5

0

/HD /
( ) ln ln

/ /
i i

i i i

P Y P y hl
L x

P Y X P y x=
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进一步简化为 

( ) ( )2 25

2
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5 5

2
0 0

( )
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2
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i i ii
i i

hl y x y
L x
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∑ ∑
 

当 ix 和 ihl 具有相同的符号时， 0iΔ = ；否则，

1iΔ = 。 
这里可以看出，软信息 ( )L x 的计算公式中存在

一个乘数恒因子 22/σ ，为简便起见，在计算 EMS
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译码算法所需置信度最高的 mn 个 LLRs 之前，需对

接收端所接收到的信息Y 进行预处理，预处理将完

成 3 个方面的操作：消除常数恒因子 22/σ ，量化以

及数据溢出截断，目的是使最终得到信息序列Y 是

一整数序列，即 0,1, ,5( )ii
Y y == " ，其中 Z

i
y ∈ ，便于

后续进行硬判决及迭代生成排序软信息。 
下节将介绍如何快速获得最可靠的 nm个 LLRs

及其对应的域元素。 

4  LLR 的迭代排序生成算法 

本节所要解决的核心问题是要从上一节中所定

义的 ( )L X 中产生 nm 个最小值，以及确定它们对应

的域元素，并将其按照实值升序排列。关于 LLR 的

排序问题，最早由 Declercq 等人[9]提出的 EMS 译码

算法以及 Voicila 等人[10]后续对 EMS 算法进行的改

进一文中都提出了解决办法。但是他们所提出的算

法在解决排序问题上仍需要很多时钟周期才能完

成，并且耗费大量的存储资源和逻辑资源，极大限

制了采用 EMS 算法的译码器硬件实现。 
通过上节中对 LLR 的重新定义，可以发现：与

传统上对 LLR 进行排序不同的，本文可按照升序排

序对 LLR 进行排序。在译一帧多元 LDPC 码时，

若译码迭代次数不同，按照本文对 LLR 的定义，可

以省去归一化过程，使得译码电路更为简单。 
本文所提出的 LLR 生成算法是一种迭代构造

算法，在第 s 次迭代时(1 s p≤ ≤ )。首先定义 ( )sL X  
1

2 0

2 s
i ii

y Δ
σ

−

=
= ∑ 为变量X 的部分 LLR 值。令 sψ 表 

示一个 2 维变量( ( ), )s sL X X 并按照 ( )sL X 值的大小

对其升序排序。为下文描述方便，这里 ( )L X 中的乘

数恒因子 22/σ 暂忽略。 
当 1s = 时， 

0 1
01 0 1 0(0, ),  (| |, )}l y lψ ψ= =       (12) 

即 

01 0 0{(0, ),(| |, )}l y lψ =            (13) 

其中 0l 表示 0l 逻辑取反。 
当 2,s = 2ψ 的生成可由 1ψ 通过两步递推获得： 
第 1 步  将 1ψ 扩展成两部分 0

2ψ 和 1
2ψ ，这两部

分分别对应 1(0, )l 和 10(| |, )y l 。则有 
0

02 0 1 0 1{(0, ),(| |, )}l l y l lψ =              (14) 
1

1 0 12 1 0 0 1{(| |, ),(| | | |, )}y l l y y l lψ = +     (15) 

第 2 步  联合 0
2ψ 和 1

2ψ 构造 2ψ 。 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }

0 1 0 10 1 0 1 1 0 0 1

1 0

2
1 0 0 10 1 1 0 0 1 0 1

1 0

0, , , , , , , ,

      

0, , , , , , , ,

      

l l y l l y l l y y l l

y y

l l y l l y l l y y l l

y y

ψ

⎧⎪ +⎪⎪⎪⎪ ∀ >⎪⎪⎪= ⎨⎪ +⎪⎪⎪⎪⎪ ∀ ≤⎪⎪⎩

 

(16) 

将上述公式的推导通过递归法扩展到一般情

况，则 sψ 的第 k 对变量 ( )1 1( ( ) , ( ))s sL X k X k− − 可由式

(17)得出 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

0 1 1

1 1 1
1

0, &

, &

s s
s s

s s
ss s

L X k X k l

L X k y X k l

ψ

ψ

− −

− −
−

⎫⎪= + ⎪⎪⎬⎪= + ⎪⎪⎭

  (17) 

其中&表示二进制符号上的拼接。 
综上所述，若 0

sψ 和 1
sψ 都已计算得出，则计算 sψ

就变得较简单，最终通过迭代运算可得 ( )s kψ  
0 1( ( ), ( ))s sk kψ ψ= 。由于 EMS 译码算法只需要 nm个

最小值，这里 sψ 的长度为2s 和 nm之间的较小值。 
下面举一实例详细说明本文所述的 LLR 排序

生成过程： 
一个 GF(64)域上的多元 LDPC 编码调制系统，

采用 EMS 译码算法，nm=8, p=4。信道接收值

( )5, 6, 7, 8Y = − − ，则Y 的硬判决值为 ( )1, 0, 0,1D = 。 
当 1s = 时，则有 

( )

( )

( ) ( ){ }

0
1

1
1

1

0,1

5, 0

0,1 , 5, 0

ψ

ψ

λ

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
=

 

由于 0 1y y< ，则当 2s = 时 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }

0
2

1
1

2

0,10 , 5, 00

6,11 , 11,01

0,10 , 5, 00 , 6,11 , 11, 01

ψ

ψ

ψ

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
=

 

依此迭代，当 3s = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
3

1
3

3

0,100 , 5, 000 , 6,110 , 11, 010

7,101 ,(12,101), 13,111 , 18, 011

{ 0,100 , 5, 000 , 6,110 , 7,101 , 11, 010 ,

       12,101 , 13,111 , 18,011 }

ψ

ψ

ψ

⎧⎪ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
=  

最后一次迭代， 4s = 时， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
4

1
4

4

{ 0,1001 , 5,0001 , 6,1101 , 7,1011 ,

       11,0101 , 12,1011 , 13,1111 , 18,0111 }

{ 8,1000 , 13, 0000 , 14,1100 , 15,1010 ,

       19, 0100 , 20,1010 , 21,1110 , 26,0110 }

0,1001 , 5,0001 , 6,1101 , 7,1011 , 8,100

ψ

ψ

ψ

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

=

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 ,

 11,0101 , 12,1011 , 13, 0000 , 13,1111 ,

 14,1100 , 15,1010 , 18,0111 , 19,0100 ,

 20,1010 , 21,1110 , 26, 0110

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 

当 nm取值为 8 时，我们仅从 4ψ 中选取最小的 8
个值，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ 0,1001 , 5,0001 , 6,1101 , 7,1011 , 8,1000 ,

  11,0101 , 12,1011 , 13, 0000 }
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下一节将对所提出算法的性能进行分析和讨

论。 

5  仿真结果和复杂度分析 

本节将对 EMS 译码算法中的采用所提出的

LLR 生成算法和标准 LLR 生成算法下的误比特率

(Bit Error Rate, BER)和误帧率(Frame Error Rate, 

FER)进行性能比较以及分析在同一译码算法下不

同的 LLR 生成算法所需要的复杂度。 

例 1  采用一类基于 GF(q)构造的多元非规则

重复累积(QIRA)码[5]：所使用的是一个码长为 174 

符号，码率为 1/2 的 GF(64)上的码字，其最大行重

和列重分别为 6 和 3。调制方式为 BPSK，采用

AWGN 信道，最大迭代次数为 50, nm取 32。性能

仿真如图 3(a)所示。 

例 2  采用一类基于 GF(q)构造的多元规则

LDPC 码[13]，所使用的是一个码长为 256 符号，码

率为 1/2 的 GF(16)上的码字，其行重和列重分别为

4 和 2。调制方式为 BPSK，采用 AWGN 信道，最

大迭代次数为 50, nm取 8。性能仿真如图 3(b)所示。 

由于本文所提出的 LLR 生成算法仅对 LLR 进

行了重新定义，无任何近似运算，从信息论的角度，

LLR 所表示的含义是等价的，其性能曲线也应与标

准 LLR 生成性相差无几。从图 3 中的性能比较可以

印证，即在采用两类不同构造方法的多元 LDPC 码，

译码算法均为EMS译码算法下，本文所提出的 LLR

迭代排序生成算法与标准 LLR 生成算法的性能基

本没有损失。 

表 1 给出了 EMS 译码算法下本文所提出的

LLR 的迭代排序生成算法和标准 LLR 标准生成算 

表 1 不同 LLR 生成算法所需的译码复杂度比较 

LLR 生成 

算法 

实数 

加法 

实数 

乘法 

实数 

除法 

指数 

运算 

比较 

次数 

本文算法 0 0 0 0 nmlognm

EMS[10] q q q q nmlognm

FFT-QSPA[8] q q q q qlogq 

 
法，以及 FFT-QSPA 译码算法中的 LLR 标准生成

算法分别在 BPSK 调制下的运算量。 

由表 1 可以看出采用 BPSK 调制时，在 EMS

译码算法下，采用本文的 LLR 迭代生成算法相对于

LLR 标准生成算法，虽然每次迭代周期的比较次数

相同，但在实数加法和实数乘法运算得到了很大程

度的减少；而相对 FFT-QSPA 来说，其每次迭代

计算需要的实数加法运算、实数乘法运算量和比较

次数均得到了极大的减少。因此在硬件实现上能够

为译码器的快速译码节约时间，降低译码延时并提

高吞吐量。 

综上所述，在 EMS 译码算法下，本文所提出的

LLR 迭代排序生成算法的复杂度比 LLR 标准生成

算法和 FFT-QSPA 中的 LLR 生成算法低很多，并

对译码性能的影响可忽略不计。 

6  结论 

本文提出了一种简单而有效的 LLR 快速生成

及排序算法。所提出的算法采用了一种迭代计算方

式，能够快速生成并排序向量对(LLR,GF)。仿真结

果表明，与标准 LLR 生成排序成算法相比，本文所

提出的 LLR 迭代生成排序算法没有性能损失，且具

有较低的计算复杂度。此外，本文所提出的算法采

用迭代的计算方式，在硬件实现上可以采用流水线 

 

图 3 本文所提出 LLR 生成算法与标准 LLR 生成算法在 EMS 译码算法下 BER/FER 性能对比曲线 
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结构，能提高译码器的译码速度和吞吐量。因此本

文所提出的算法不仅为多元 LDPC 码的应用提供了

一个良好的理论支撑，也具有一定的工程价值。 
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