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摘  要：该文提出具有几乎最优自相关幅度二元序列的 5 种构造方案。第 1 种构造是利用任意理想 2-值自相关序

列来构造的，其余 4 种构造是基于某些序列及其修正版序列，且给出新序列周期自相关函数值的分布。利用 2N×2

交织序列构造的二元序列，其周期自相关函数值除了一个点外均达到最优。这将为 CDMA 通信系统及其他应用提

供更多的选择。 
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Abstract: In this paper, five constructions of binary sequences with almost optimal autocorrelation magnitude are 

proposed. The first construction is to use an arbitrary ideal 2-level autocorrelation sequence. The other four 

constructions are based on some sequences and their modified versions. 2N×2 interleaved sequences are used to get 

the sequences whose values of the autocorrelations are optimal except one points. And the distributions of the 

periodic autocorrelation functions of the resultant sequences are given. The results provide more choices for CDMA 

system and other applications. 
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1  引言  

在雷达测距、码分多址(CDMA)通信系统、全

球定位系统、软件测试、雷达导航硬件检测和流密

码加密系统的生成流密钥中，具有良好周期自相关

性质的伪随机序列有许多的应用，尤其是具有良好

自相关性质的二元或四元序列[1]。 
若周期 N=0 (mod 4)的二元序列 a，其非平凡

周期自相关值为 0 时称之为完备序列，但事实上，

除了序列(0, 1, 1, 1)外，对于周期 N<548964900 的

二元序列不存在完备的序列了[2]。对于非完备序列，

若其非平凡周期自相关值在{0; -4}或{0; 4}中时，
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则称为最优自相关值二元序列[3]。2001 年 No 等人[4]

给出周期是 N＝pn-1 的最优自相关值二元序列的构

造。若其非平凡周期自相关值在{0; 4; -4}之中时，

则称为最优自相关幅度二元序列，这种序列与最优

自相关值二元序列在实际应用中具有相同的最优性

质[3]。Gong[5,6]首先提出一种构造序列重要方法
   

交织序列构造方法，该方法对理解已有序列的结构

及对构造新序列都是很好的方法，也可为准同步码

分多址构造所需的低(零)相关区序列集 [6 8]− 。2008
年，文献[9]利用完备序列与交织技术构造出周期为

N=4(22k-1)且具有最优自相关幅度与其他良好性质

的二元序列。2009 年，Jang 等人[10]利用 Gray 映射

构造具有良好自相关值四元序列。2010 年，Chung
等人[11]给出偶周期且具有 3 周期自相关值的四元序

列的构造方案；文献[3]利用 4N × 交织序列构造 3
类周期为 4N 且具有最优自相关值/幅度的二元序
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列；文献[12]利用采样序列也得到具有最优自相关值

的二元序列。 
具有良好自相关性质的二元序列在通信系统和

密码学中有着广泛应用，因而需要大量这样的序列。

本文利用 2N×2 交织序列构造出具有几乎最优自相

关幅度的几类二元序列方案。第 1 种方案是基于任

意理想 2-值自相关序列，其余 4 种方案基于文献[3]
提出的周期是 N=22k-1 的扩展 GMW 序列及其修正

版，周期是 p(p+2)的孪生素数序列及其修正版，以

及两种类型的 Legendre 序列来构造。本文提出的方

案具有以下优点：(1)第 1 种方案是基于任意 2-值自

相关序列。这使得对预选序列有更多的选择，且可

得到更多的具有几乎最优自相关峰值序列。(2)新构

造的序列非平凡周期自相关函数值除一点外都在{0; 
4; -4}之中，即为几乎最优自相关幅度二元序列。(3)
给出这些具有良好自相关性质二元序列的周期自相

关函数值具体分布。这些在 CDMA，流密码加密系

统等领域会有更多的应用。  

2  预备知识 

若序列每一分量值只是0或1(相应地 1+ 或

1− )，则称之为二元序列，记符号 n̂a 代表由0或1表
示的二元序列，符号 na 代表由+1或者-1表示的二元

序列，显然有 ( 1) na
na = − 。给定两个周期为N 的二

元序列 0 1( , , )na a a −= 和 0 1( , , )nb b b −= ，则其周期 

互相关函数定义为
1

0
( )

n
a b t tt

R a b ττ
−

, +=
= ∑ 。相应地， 

对于二元序列 a 和 b ，其周期互相关函数定义为 
1

0
( ) ( 1) t t

n a b
a b t

R ττ +
− +

, =
= −∑ ，其中 0 Nτ≤ < 。这两 

种定义等价，且 ( ) ( )a b b aR Rτ τ, ,− = 。当 a = b 时，

( )b aR τ, 简记为 ( )aR τ ，称为序列a 的周期自相关函

数。 
定义1  周期为 0 (mod 4)N = 的二元序列 a，

如果对移位 τ , 0 Nτ< < ，除一点外，其余非平凡

周期自相关函数值都在{0; 4; -4}中，则称为具有几

乎最优自相关幅度二元序列。 
定义 2[1, 13]  周期为 N 的二元序列 a，如果满足

( ) 1,  0aR Nτ τ= − < < ，则该序列称为(理想)2-值自

相关序列。 

例如，m-序列是2-值自相关序列。而任意周期

是非素数的m-序列都可以用交织方法表示出来[1]。

令 0 1{ , , }Mα α − 是M个N长复值序列集合，其中

,0 ,1 , 1( , , , )i i i i Na a aα −= ，若定义 N×M 矩阵 U 的

第 i 列为 , 0i i Mα ≤ < ，即U = 0 1 1[ , , , ]Mα α α − ，

串联矩阵 U 的每一行得一长 MN 的交织序列 

u ，则 u 称为由 U 生成，此即交织方法，记作 

0( , ,I α 1)Mα −
[1]。2010年，文献[3]给出了扩展的

GMW序列，一型、二型Legendre序列，孪生素数序

列及其修正版序列的交织技术表示。 
定义 3[1,13]  令α是素数 N 的本原根，其中 N=1 

(mod4)，则周期为 N 的 Legendre 序列(也称为二次

剩余序列) ( (0), (1), , ( 1))l l l l N= − 定义为 

或者

是 二次剩余

是 二次非剩余

1 0,   0

( ) 1,          mod

0,          mod

i

l i i N

i N

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

   (1) 

其中 0 i N≤ < 。若 (0) 1l = ，则 l 称为一型 Legendre
序列，否则称为二型 Legendre 序列。令 l 和 l ' 分别

代表一型和二型 Legendre 序列。 
引理 1[3]   令 l 和 l ′ 分别是如上定义的一型和

二型 Legendre 序列，周期 N=1 (mod4)，对

0 1Nτ≤ < − ，则其周期自相关函数值分布如下： 

其他 其他,

,     0 ,     0
( ) ;  ( )

( ),  ( ),  l l l l

N N
R R

A B

τ τ
τ τ

τ τ′ ′,

⎧ ⎧= =⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= =⎨ ⎨⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎩
 (2) 

其中 

   

   

是模 的二次剩余

是模 的二次非剩余

是模 的二次剩余

是模 的二次非剩余

1,    
( )

3,  

3,  
( )

1,     

N
A

N

N
B

N

τ
τ

τ

τ
τ

τ

⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪−⎪⎪⎩
⎧−⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

 

引理 2[14]  令
10 1( , , , , )i na a a a −= 和 0( ,b b=  

2 1, , , )i nb b − 分别为周期为 1n 和 2n 的序列，其中 1n

和 2n 互素，即 1 2gcd( , ) 1n n = 。令 z 是长度为 1 2n n n=
的序列，定义为 0 1( , , , , )i nz z z z −= ，其中 iz =  

1 2mod mod ,(0 1)i n i na b i n≤ ≤ − 。则如此构造的两个长

度为n 的序列 z 和 z ′ 的周期相关函数满足： ( )zzR τ′  

1 2( mod ) ( mod )aa' bb'R n R nτ τ= 。 
引理 3[15]  周期是 2n 的交织序列对 ( , )I a b 和

( , )I a b′ ′ 的周期相关函数满足： ( ) ( )(2 )I a b I a bR τ′ ′, , , =  
( ) ( )a a b bR Rτ τ′ ′, ,+ ，且 ( ) ( )(2 1)I a b I a bR τ′ ′, , , + = ( )a bR τ′, +  
( 1)b aR τ′, + ，其中 0 2nτ≤ < 。 
引理 4  对于整数 d , 0 2d N≤ < 。令 10 τ≤  

2N< ，则 
(1) 1 dτ + 和 1 1dτ − + 的奇偶性是不同的。  
(2)若 N 是奇整数且 ( 1)/2d N= + ，则 1 dτ −  

 1 11 ( 1)/2 1  (mod )N N d Nτ τ+ = + − + + = + ，因而

具有相同二次剩余性，即，若 1 1 (mod )d Nτ − + 是

二次剩余，则 1 (mod )d Nτ + 也是；反之亦然。  

(3) 若 22 1kN = − 和 ( 1)/2d N= + ， 则 有

1 1 11 (mod2 1) ( 1)/2 1kd N Nτ τ τ− + + = + − + + =

 (mod2 1)kd+ + 。 
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3  具有几乎最优自相关幅度二元序列的构

造 

构造 1  
令 0 1 1( , , , )Ns s s s −= 是周期为N 的 2-值自相关

二元序列，令 0 1( , )v v v= ，其中 (1, 1)v = − 或 v =  
。( 1,  1)− 首 先 构 造 序 列 2 1

0 mod( ) (N
t t t Nu u s−

== =  
2 1

mod2 0) N
t tv −

=⋅ ，则定义新交织序列为 ( , ( ))da I u L u= ，

其中 d 是任意整数。 
定理 1  由构造 1 得到序列a 的周期自相关函

数值分布为：对 0 4Nτ≤ < ，且 ( 1)/2d N≠ + ， 

  

次

次

次

次

次

次

次

0,            2 4

4,            1 

4,          1 

( ) 4 ,        1 

2 2 ,    2 

2 2 ,      2 

4 ,          1 

a

N

N

N

R N

N

N

N

τ

⎧⎪ −⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪− −⎪⎪⎪⎪= −⎨⎪⎪⎪− −⎪⎪⎪⎪⎪ +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

      (3) 

证明  记 1 22τ τ τ= + , ( 10 2Nτ≤ < 且 2 1τ = )
或者( 10 2Nτ< < 且 2 0τ = )，故从两种情况讨论s

的周期自相关函数。 
第 1 种情况：当 2 0τ = 时，则由引理 2、引理 3

得 1 1 1( ) ( ) ( ) ( mod )d da u u s s v vL u L u
R R R R N Rτ τ τ τ, , ,,

= + =  

1 1 1( mod2) ( mod ) ( mod2)s s v vR N Rτ τ τ, ,⋅ + 。 
(1.1-1) 1 0 (mod2)τ = ：则 1( mod2) 2v vR τ, = 并

且 1( mod ) 1s sR Nτ, = − ，故 ( ) 4aR τ = − 。即当 τ =  
0 (mod4)时， ( ) 4aR τ = − ，共出现 1N − 次。 

(1.1-2) 1=1(mod2)τ 　 且 1 Nτ ≠ ：则 1( mod2)v vR τ,  
2= − 且 1( mod ) 1s sR Nτ, = − ，故 ( ) 4aR τ = 。即当

0 (mod4)τ ≠ 且 0 (mod2)τ = 时， ( ) 4aR τ = ，共出

现 1N − 次。 
(1.1-3) 1 Nτ = ：则 1( mod2) 2v vR τ, = − 且 s sR ,  

1( mod )N Nτ⋅ = ，故 ( ) 4aR Nτ = − 。即当 2Nτ = 时，

( ) 4aR Nτ = − ，只发生 1 次。 
第 2 种情况：当 2 1τ = 时，则由引理 2，引理 3

得 

  

 

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( 1)

( ) ( 1)

 ( mod ) ( mod2)

  ( 1mod ) ( 1mod2)

d da u L u L u u

u u u u

s s v v

s s v v

R R R

R d R d

R d N R d

R d N R d

τ τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

, ,

, ,

, ,

, ,

= + +

= + + − +

= + +

+ − + − +

(4) 

(1.2-1) 1+ =0(mod )d Nτ 或 ：1 +1=0(mod )d Nτ −  
当 1 0 (mod )d Nτ + = 时， 1( mod )s sR d N Nτ, + = 。

当 ( 1)/2d N≠ + 时， 1( 1mod ) 1s sR d Nτ, − + = − ，

由引理 4，当 1 1 (mod2)dτ + = 时， ( )= 2 2aR Nτ − − ；

当 1 0 (mod2)dτ + = 时， ( ) 2 2aR Nτ = + 。同理可证

另一种情况。即当 2 2 1N dτ = − + 或 2 1dτ = − 时，

( )= 2 2aR Nτ − − ；当 4 2 +1N dτ = − 或 2 2N dτ = +  
1− 时， ( ) 2 2aR Nτ = + 。 

(1.2-2)其他：当  1 0(mod )d Nτ + ≠ 且 1 dτ −  
1 0(mod )N+ ≠ 时 ， 1 1( mod ) (s s s sR d N Rτ τ, ,+ = −  

1mod ) 1d N+ = − ，故 ( )=0aR τ 。即当 3 (mod 4)τ ≡
或 1 (mod4)τ ≡ ，且 τ 不为(1.2-1)中的四值时，

( ) 0aR τ = ，共发生出现2 4N − 次。          证毕 

推论 1  令 ( 1)/2d N= + ，由构造 1 得到序列a

是周期为 4N 且具有几乎最优自相关幅度的二元序

列，即对 0 4Nτ≤ < ，  

次

次

次

次

次

0,            2

4,            1 

( ) 4,          1 

4 ,        1 

4 ,          1 

a

N

N

R N

N

N

τ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪= − −⎨⎪⎪⎪−⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

       (5) 

推论 1 的证明类似于定理 1，在(1.2-1)中，当

( 1)/2d N= + 时，由引理 4，得 1 1 1d dτ τ+ = − +  
0 (mod )N= ， 故 1 1( mod ) (s s s sR d N R dτ τ, ,+ = −  
1mod )N N+ = ，又 1 dτ + 和 1 1dτ − + 的奇偶性是

不同的，所以 ( ) 0aR τ = 。因而其非平凡周期自相关

函数值只有一个点不在{0; 4; -4}之中，即为几乎最

优自相关幅度二元序列。构造 1 基于任意 2-值自相

关序列，故对预选序列有更多的选择，如可选择 m-
序列、WG 变换序列等及其部分采样序列。 

例  取周期为 7 的 m-序列 s = (-1, -1, -1, 1, 1, 
-1, 1), v = (1, -1)。按构造 1 首先构造序列 u = (-1, 
1, -1, -1, 1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, -1, -1, -1)，令 d = 4，
定义新交织序列 a = (-1, 1, 1, 1, -1, 1, -1, 1, 1, -1, 
1, 1, 1, 1, 1, -1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, 
-1)，计算其周期自相关值为 ( )aR τ = (28, 0, 4, 0, -4, 
0, 4, 0, -4, 0, 4, 0, -4, 0, -28, 0, -4, 0, 4, 0, -4, 0, 4, 
0, -4, 0, 4, 0)，其中 0 28τ≤ < ，则 a 是几乎最优自

相关幅度二元序列。 
构造 2  
令 l 和 l ′ 分别是一型和二型 Legendre 序列，其

周期均为奇素数 N，且 N=1 (mod4)。首先构造两

个 新 序 列 2 1 2 1
0 mod mod2 0( ) ( ) ,N N

c c c N c cu u l v− −
= == = u ′ =  

2 1 2 1
0 mod mod2 0( ) ( )N N

c c c N c cl' vu
− −

= ==′ ，则定义新交织序列

( , ( ))da I u L u ′= 。 

定理 2  由构造 2 得到序列a 的周期自相关函

数值分布为：对 0 4Nτ≤ < 且 ( 1)/2d N≠ + , 
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次

次

次

次

次

次

次

0,            2 4

4,            1 

4,          1 

( ) 4 ,        1 

2 2 ,      2 

2 2,      2 

4 ,          1 

a

N

N

N

R N

N

N

N

τ

⎧⎪ −⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪− −⎪⎪⎪⎪= −⎨⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

       (6) 

证明  记 1 22τ τ τ= + ，类似于定理 1 从两种情

况讨论s 的周期自相关函数值分布。 

第 1 种情况：当 2 0τ = 时，则由引理 2，引理 3

得 1 1 1( ) ( ) ( ) ( mod )d da u u l l v vL u L u
R R R R N Rτ τ τ τ, , ,′ ′,

= + =  

1( mod2)τ 1 1( mod ) ( mod2)v vl lR N Rτ τ′ ′ ,,+ 。 

(2.1-1) 1 0 (mod2)τ = ：则 1( mod2) 2v vR τ, = 。

又当 1τ 是modN 的二次剩余时， 1( mod ) 1l lR Nτ, =

且 1( mod ) 3l lR Nτ′ ′, = − ，则 ( ) 4aR τ = − 。又当 1τ 是

modN 的二次非剩余时， 1( mod ) 3l lR Nτ, = − 且

1( mod ) 1l lR Nτ′ ′, = ，则 ( ) 4aR τ = − 。即无论 1 modNτ

是否二次剩余，都有 ( ) 4aR τ = − 。这种情况发生

1N − 次。即当 0(mod 4)τ ≡ 　 时， ( ) 4aR τ = − 。  

(2.1-2), (2.1-3)及第 2种情况的证明类似于定理

1。                                      证毕 

推论 2  当 ( 1)/2d N= + 时，由构造 2 得出序

列a 是周期是 4N 且具有几乎最优自相关幅度二元

序列，即对 0 4Nτ≤ < ，  

 

次

次

次

次

次

0,            2

4,            1 

( ) 4,          1 

4 ,        1 

4 ,          1 

a

N

N

R N

N

N

τ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪= − −⎨⎪⎪⎪−⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

       (7) 

由文献[3]中 III 提到的序列及其性质类似于以

上构造方案可得以下 3 种构造方案，并得出新序列

周期自相关函数值的具体分布。 

构造 3 
令 l 和 l ′ 分别是一型和二型 Legendre 序列，周

期均为奇素数 N，且满足 N=3 (mod4)。首先构造

两个新序列 2 1 2 1
0 mod mod2 0( ) ( ) ,N N

c c c N c cu u l v− −
= == = =u'  

2 1 2 1
0 mod mod2 0( ) ( )N N

c c c N c cl' vu
− −

= ==′ ，则定义新交织序列

( , ( ))da I u L u ′= ，其中 ( 1)/2d N= + 。  

定理 3  由构造 3 得到序列a 是周期为 4N 且

具有几乎最优自相关幅度二元序列，其周期自相关

函数值分布为：对 0 4Nτ≤ < ，  

 

次

次

次

次

次

0,            2

4,            1 

( ) 4,          1 

4 ,        1 

4 ,          1 

a

N

N

R N

N

N

τ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪= − −⎨⎪⎪⎪−⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

       (8) 

构造 4 
s 是周期为 22 1kN = − 的扩展 GMW 二元序

列，s ′是 s 的修正版序列。首先构造两个新序列u =  
2 1 2 1 2 1

0 mod mod2 0 0 mod( ) ( ) , ( ) (N N N
tt t t N t t t t Nu s v u s'u

− − −
= = =′= = =′

2 1
mod2 0) N

t tv −
=⋅ ，则定义新交织序列 ( ( ))da I u L u ′= , ，其

中 ( 1)/2d N= + 。  
定理 4  由构造 4 得到序列a 是周期为 4N 且具

有几乎最优自相关幅度二元序列，其周期自相关函

数值分布如下：对 0 4Nτ≤ < ，  

  

次

次

次

次

次

0,            2

4,            1+  

( ) 4,          1  

4 ,        1 

4 ,          1 

a

N

N p

R N p

N

N

τ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪= − − −⎨⎪⎪⎪−⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

      (9) 

构造 5  
令 N=p(p+2)，其中 p 和 p+2 均为素数。令 t 和

t ′分别是孪生素数序列及其修正版序列，其周期都

是N 。首先构造两个新序列： 2 1
0 mod( ) (N

c c c Nu u t−
== =  

2 1
mod2 0) ,N

c cv −
=⋅  2 1 2 1

0 mod mod2 0( ) ( )N N
c c c N c cu t' vu

− −
= =′ = =′ ，则

定义新交织序列 ( , ( ))da I u L u ′= ，其中 =( 1)/2d N + 。  

定理 5  由构造 5 得到序列a 是周期为 4N 且

具有几乎最优自相关幅度二元序列，其周期自相关

函数值分布如下：对 0 4Nτ≤ < ，  

 

次

次

次

次

次

0 2

4 1

( ) 4 1

4    1

4 1

a

N

N p

R N p

N

N

τ

⎧⎪ ,⎪⎪⎪⎪ , − +⎪⎪⎪⎪⎪= − , − −⎨⎪⎪⎪− ,⎪⎪⎪⎪⎪ ,⎪⎪⎩

     (10) 

4  结论 

本文提出 5 种构造几乎最优自相关幅度二元序

列的方案，分别基于理想 2-值序列，一型、二型

Legendre 序列，扩展 GMW 序列及其修正版，孪生

素数序列及其修正版构造的几类新二元序列，这些

二元序列的周期自相关函数值分布良好，特别是当

( 1)/2d N= + 时，周期自相关函数幅度是几乎最优

的，即除一个移位外，非平凡周期自相关函数值都
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在{0; 4; -4}中。因而新序列将能为 CDMA 通信系

统及流密码加密系统提供更多的应用选择。 
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