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一种基于多图的集成直推分类方法 
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摘  要：基于图的直推分类器依赖于图结构。高维数据通常具有冗余和噪声特征，在其上构造的图不能充分反映数

据的分布信息，分类器性能因此下降。为此，该文提出一种多图构建方法并把它应用到直推分类中。该方法首先生

成多个随机子空间并在每个子空间上进行半监督判别分析，其次在每个判别子空间上构造图并训练一个直推分类

器，最后投票融合这些分类器为一个集成分类器。实验结果表明，对比其它直推分类器，该文的集成分类器具有分

类正确率高、对参数鲁棒等特点。 
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Abstract: Graph based transductive classifiers are dependent on graph structure. Because of redundant and noisy 

features in high dimensional data, a graph, constructed from these data, can not reflect their distribution 

information faithfully. Consequently, the performance of a transductive classifier is downgraded. To address this 

problem, a multiple graphs construction scheme is introduced and applied into transductive classification. The 

scheme generates firstly several random subspaces and applies semi-supervised discriminative analysis in each 

subspace. Next, it trains a transductive classifier in each discriminative subspace. And finally, by voting rule, it 

fuses these classifiers as an ensemble classifier. Empirical results show that, in comparison with other transductive 

classifiers, the proposed ensemble classifier is more precise and robust to parameters selection. 
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1  引言  

随着信息技术的发展，积累的数据与日俱增，

如网络文本和图像等。这些数据通常只有少量类别

属性已知，并具有很高的维度。高的维度意味着分

类器需要更多的训练样本来获得一个理想的分类

器，而仅利用稀少的有标记样本并不能保证分类器

具有好的泛化性能。半监督学习[1]通过平衡利用有标

记样本和无标记样本获取一个性能较好的学习器，

受到越来越多的关注。基于图的直推分类[1]是半监督

学习的一个重要分支，它把所有参与训练的样本(包
括有标记和无标记样本)均作为图上的顶点，并利用
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图上的边权重描述样本之间的相似度信息，再在图

上利用有标记样本预测这些无标记样本。如高斯随

机场与和谐函数(GFHF)[2]，局部与全局一致性学习

(LGC)[3]，线性邻域标签传播(LNP)[4]，鲁棒多类直

推方法(RMGT)[5]等都是具有代表性的直推分类器。

大部分基于图的直推分类方法都可以看作是有标记

样本的标签信息在图上的传播过程[1]，定义一个结构

良好的图是决定这些方法有效性的关键 [1,4 6]− 。由于

高维数据通常包含噪声和冗余特征，常用的距离度

量(如欧氏距离，余弦距离等)并不能很好地描述这

类数据之间的近邻结构信息[7]，直推分类器性能因此

下降。GFHF, LGC 和 LNP 等在低维数据上均可获

得较高的分类正确率，但在高维数据上的分类效果

并不显著。因而，很有必要在低的维度上构造图再

进行直推分类。 
集成学习可以推进半监督学习器的性能[8]。本文
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先期实验表明，类似决策森林方法[9]，在随机子空间

上训练多个直推分类器，再通过投票获得的集成分

类器性能并不显著，因为这些随机子空间上基础分

类器的准确率较低。基础分类器的准确率和它们之

间的差异性是决定集成分类器性能的两个重要指 
标[10]，高准确率要求基础分类器在预测样本时一致

性较高，而差异性意味着基础分类器对同一样本的

分类结果不一致。构造既有较高准确率也有较高差

异性的基础分类器是提高集成分类器性能的关 
键[10]。鉴于此，本文提出一种基于多图的集成直推

分 类 方 法 (Multi Graphs based Transductive 
Ensemble Classification, MGTEC)。MGTEC 首先

生成多个随机子空间，其次在子空间上进行半监督

判别分析空间(SDA)[11]，再在每个判别的子空间上

构造一个近邻图并训练一个直推分类器，最后投票

融合这些分类器。在人脸图像上的实验表明，

MGTEC 的基础分类器具有较高的精度和差异度；

对比其它直推分类方法，MGTEC 不仅表现出更好

的分类效果，对参数的选取也较鲁棒。MGTEC 的

多图构建策略非常显式直观，可直接应用到其他基

于图的半监督学习算法中。 

2  拉普拉斯谱图 

基于图的直推分类方法如 GFHF, LGC, LNP
等和基于图的谱嵌入如 SDA, LPP[12], MFA[13]等都

同 Laplace 谱图有着紧密的联系。令 1 2{ , , ,=X x x  

+1 +, , , }l l l ux x x , ( )D l uR × +∈X ，其中前 l 个样本的

标签已知，其余u 个未知，D 为样本维度。图 Laplace
矩阵[12]定义如下： 

= −L D W               (1) 

其中D为对角矩阵，定义如下： 

1

l u

ii ij
j

+

=

= ∑D W              (2) 

W 通常定义为简单的 0-1 相似度： 
或

其他
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或高斯热核相似度[12]： 

或

其他
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其中 ( )i jkNN∈x x 表示 ix 是 jx 的k 个最近邻之一，

( , )i jd x x 为某种距离度量，如欧几里得距离，马氏距

离等，σ 为高斯热核宽度。 

从式(1)-式(4)可以看出，L和W 最终都依赖于

k 近邻图结构。然而随着样本维数的增多，常用的

距离度量并不能反映样本之间的近邻结构信息[7]，定

义的近邻图不足以刻画样本的分布信息，基于图的

谱嵌入和直推分类器的性能因此下降。 

3  基于多图的集成直推分类 

基于多图的集成直推分类分为两步：基于随机

子空间的半监督判别分析(Random Subspace based 
Semi-supervised Discriminate Analysis, RSSDA)和
MGTEC。 
3.1 RSSDA 

SDA 通过在k 近邻图上定义一个 Laplace 矩阵

L来描述样本之间的流形结构信息，再结合线性判

别分析(LDA)[14]获得一个 1C − 维的判别子空间，其

中C 为样本类别数。如同绝大多数基于图的降维方

法，该方法的有效性也依赖于定义一个结构良好的

近邻图[13]。由于高维数据通常包含噪声和大量冗余

特征，定义一个结构良好的近邻图比较困难。为此，

本文在低维的随机子空间上构造图，进而提出

RSSDA, RSSDA 具体流程如表 1 所示。 

表 1 RSSDA 算法 

输入：随机子空间大小 p 及个数 T, X, C  

输出：判别投影矩阵
( 1)(1 )p C

t R t T× −∈ ≤ ≤A  

For 1t =  to T 

(1)生成一个大小为 p 的随机子空间，登记第 t 个随机子空间对应

的样本集为 
1 2 ( ){ , , , },l u

t t t t

+=S S S S ( ),p l u

t R × +∈S tS 选中的特征索引 tR  

满足： 

1

s.t. {0,1}

D

tj

j

tj

p
=

=

∈

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

∑R

R
                  (5) 

1tj =R 表示第 j个特征在 tS 中被选中， 0tj=R 表示未被选中。 

(2)在 tS 上构造图 Laplace 矩阵
tL ： 

t t t= −L D W                    (6) 
tW 定义如下： 

或

其他

1,  ( ) ( )

0,  

i j j i

t t t tt

ij

kNN kNN∈ ∈
=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

S S S S
W       (7) 

(3)在 tS 上求解关于a 的广义特征值问题： 
T T( ( ) )t

t t t tλ α β= + +SWS a S I L S I a           (8) 

关于式(8)的具体推导和各参数的定义详见文献[11]。令 1 2, ,a a  

1, C−a 为式(8) 1C − 个最大特征值对应的特征向量， t =A  

1 2 1{ , , , },C −a a a ( 1)p C

t R × −∈A ，则 tA 可以把 tS 投影到 1C −

维的判别子空间。 

End for 

 
不同于 SDA, RSSDA 目标方程中的 tL 在随机

子空间上构造，随机子空间的大小 p远小于D ，它
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较少受噪声和冗余特征的影响，定义的近邻图能较

好地反映子空间的分布信息。RSSDA 的广义特征向

量在随机子空间上求解，其时间复杂度为 3( )O p ，而

SDA 在原始空间上求解，其时间复杂度为 3( )O D 。

为改善图嵌入结果，LGSSDR[15]定义一个奖励图和

一个惩罚图，再在图上构造 Laplace 矩阵进行基于

图的半监督降维。EGGLE[16]利用测地线距离和广义

高斯函数构造多个图，再在每个图上进行谱嵌入，

最后在这些嵌入结果上集成分类。SSDA[17]利用流形

距离来刻画样本之间的距离，再进行半监督判别分

析。这 3 种方法都是基于原始空间上的近邻图进行

优化，此时近邻图易受冗余和噪声特征的影响，并

不能保证得到优化的图，另外，特征向量求解的时

间复杂度均为 3( )O D 。 
3.2 MGTEC 

基于图的直推分类方法依赖于图结构。尽管

LGC, GFHF 和 LNP 拥有不同的优化目标方程，但

是它们的有效性更多依赖于近邻图及其上定义的边

权重 [1,4 6]− 。实验表明，类似决策森林[9]的方法构造

的集成直推分类器精度并不高。通过在 RSSDA 的

判别子空间上训练的基础直推分类器不仅具有较高

的精度，由于判别子空间之间的差异性，这些基础

分类器之间还具有一定的差异性，从而保证了

MGTEC 具有更高的精度。下文以 GFHF 为例，论

述如何在判别子空间上训练基础直推分类器并通过

投票策略集成它们。GFHF 的目标方程如下[2]： 

2 2

1 , 1

1
argmin ( ) ( )

2

l l u

i i ij i j
f R i i j

f y f f
+

∈ = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜∞ − + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ ∑W   (9) 

其中 iy 为第 i (1 i l≤ ≤ )个样本的已知标签， jf 为第

j 个样本的预测标签， ijW 的定义同式 (4)。令
T[ , ]l u=f f f ，其中 lf 为 l 个有标记样本的标签值， uf

为 GFHF 在 u 个未标记样本上的预测标签值。根据

文献[2]， 
1( )u uu uu ul l

−= −f D W W f        (10) 

其中 
 

 

ll lu

ul uu

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

W W
W

W W
              (11) 

D为对角矩阵，
1

l u
ii ijj

+

=
= ∑D W ，其分块同W 一样。 

从式(10)可以看出 uf 也依赖于一个有效的相似性度

量W 。在 RSSDA 的基础上，本文提出 MGTEC，

其流程如表 2 所示。 
通过在判别分析后的子空间上构建图，再在图

上训练直推分类器，可有效降低噪声和冗余特征对

分类器的影响。另外，由于这些判别的子空间具有

较好的区分能力和差异性，因而易于在这些子空间 

表 2 MGTEC 算法 

输入：随机子空间个数 T, (1 )tS t T≤ ≤ ，样本类别数 C 

输出：未标记样本预测标签值 uf  

For 1t =  to T 

(1)根据式(8)求得判别投影矩阵 tA ，由 tA 获得 tS 的 1C − 维嵌

入 tZ ： 
T

t t t=Z A S                    (12) 

(2)在 tZ 上定义对应的
tW ： 

    

( , )
exp ,  ( )

   ( )

0,     

i j

i jt t

t t

t j i

ij t t

d
kNN

kNN

σ
− ∈

= ∈
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Z Z
Z Z
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         (13) 

(3)在 tZ 上求解 u 个未标记样本的预测标签值： 
1( )t t t t

u uu uu ul l

−= −f D W W f               (14) 

End for 

(4)通过投票策略，集成预测第 j 个未标注样本： 

1 1

arg max ( )
T

t

j j
k C t

f f k
≤ ≤ =

= =
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑             (15) 

 
上获得具有高准确率和较好差异性的基础分类器，

这正是 MGTEC 的有效性的基础。事实上，MGTEC
可以看做是降维和直推分类结合的一种混合方法。

本文中的 SDA 也可以用其它的降维方法代替，如

LGSSDR；同样，式(14)也可以采用 LGC, LNP 等

方法的目标方程替换。LapRLSC[18]在核主成分分析

(KPCA)后的低维嵌入上定义一个近邻图，再在近

邻图上定义一个 Laplace 矩阵，并把它作为一个正

则项引入到半监督分类中，但该方法需要选择合适

的核宽度和主成分个数。RASCO[19]通过在随机子空

间上训练协同训练所需的子分类器再集成分类，但

它对子空间的依耐性较高且子分类器的精度也较

低。基于子空间的集成方法也被应用到人脸识别中，

Semi-RS[10]首先把人脸图像分割为多个子模块，其次

在这些子模块上进行主成分分析(PCA)[14]，再在这

些 PCA 子空间上产生多个随机子空间，最后在这些

子空间上训练分类器进行投票集成，但它需要选择

合适的子模块大小和较多的基础分类器。RLDA[20]

先把图像投影到 1N − 维(N 为样本数量)的 PCA 子

空间，再选取前 0N 个最大主成分对应的特征，再从

剩余的 0 1N N− − 个特征中多次随机选择 1N 个特

征，构成大小为 0 1N N+ 的子空间，最后在这些子

空间上训练 LDA 分类器并集成，但它较难选择合适

的 0N 和 1N 。不同于 Semi-RS 和 RLDA, MGTEC
不需 PCA 进行预处理，而且比较易于选择合适大小

的随机子空间和核宽度。 

4  实验及分析 

本节通过在两个标准人脸数据集上的分类实验
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来验证 MGTEC 的有效性。参与比对的算法有

GFHF, LGC, LNP, RMGT, SDAGFHF(先在原始

空间上 SDA，再在判别子空间上训练 GFHF)和
RSGFHF(先在每个随机子空间上训练一个基础分

类器 GFHF，再通过投票集成它们)，前 5 个比对算

法都是在单图上的直推分类，最后 1 个对比算法也

是基于多图的集成直推分类。RSGFHF 与 MGTEC
的主要区别是MGTEC在经过判别分析后的子空间

上训练基础分类器，而 RSGFHF 则在随机子空间上

训练基础分类器。实验采用的两个数据集为 AR[21]

和扩展的 yaleB[22]。在 AR 的实验中，共选取 2600
张(50 名男性，50 名女性)图像作为实验数据集，其

中每个实例 26 张图像，在实验前，先对这些图像进

行配准，再剪裁到大小为 42×30 的灰度图像。在

yaleB 的实验中，选择其正面图像子集，共计 2414
张，共 38 个实例，并配准再剪裁到大小为 32×32
的灰度图像。为了便于分析，做如下符号约定，Lp:

每类有标记样本数量， :C 样本的类别数， :D 样本

的原始维度， :p  随机子空间大小，EnsK: 随机子

空间的个数， :N 训练样本数量， :k 近邻大小。实验

中，式(8)中参数α , β 均取 0.1,σ 取为训练样本间欧

几里得距离的均值，k 取为 5。算法的评价指标为算

法在测试样本上的分类正确率，测试样本为训练样

本中的未知标记样本。为避免随机性，报告的实验

结果为 20 次独立运行结果的平均值。 
4.1 不同数量标记样本下的分类性能 

为了分析算法在不同数量有标记样本下的分类

精度，本文分别在 AR 和 yaleB 上执行实验。在这

两个实验中，EnsK 为 20, p为类别数的 2 倍。图 1
和图 2 给出了各比对算法在不同Lp 下的分类精度

变化情况。 
从图 1 和图 2 可以看出，相对于其他算法，

MGTEC 通常可以获得更高的分类正确率。这是由

于MGTEC在判别嵌入的子空间上构造的图较少受

噪声和冗余特征的影响，从而更好的描述了子空间

的分布信息。SDAGFHF 获得了仅次于 MGTEC 的

性能，这说明有效的降维可以提高分类器的性能。

LNP 通过利用线性邻域传播来优化近邻图边权重，

获得了比 GFHF, LGC 更高的精度，这说明对图进

行优化可以提高直推分类器的精度。RMGT 利用非

参数学习方法改进近邻图边权重，但它没有利用同

类样本之间的相似度信息，在迭代优化过程中需要

较多的矩阵运算损失了运算精度，分类正确率因此

下降，在yaleB上甚至低于GFHF和LGC。RSGFHF
在 Lp 增加时分类精度不断提高，但其精度低于

SDAGFHF 和 MGTEC，同 GFHF 也没有显著的区

别，这正好验证了在随机子空间上训练多个分类器

再集成，并不能保证得到一个准确率较高的集成分

类器，而在判别嵌入的子空间上训练基础分类器，

可以得到一个准确率较高的集成分类器(LGC 作为

基础分类器也有同样结论，限于篇幅没有报告)。 
4.2 参数敏感性分析 

本节通过在 AR 上进行实验来分析 MGTEC 的

参数敏感性。在实验中，如未作特别说明，Lp 设置

为 10, 2p C= , EnsK 为 20。 
实验 1  高斯热核相似度对热核宽度σ 较敏感，

为了研究各种算法在不同σ 时的性能，在 AR 上执

行一个实验。在实验中，σ 的取值为 1, 10, 100, 1000, 
10000, 100000, 1000000, 10000000, 100000000，对

应的实验结果如图 3。 
从图 3 可以看出，依赖于高斯热核相似度的直

推分类方法，都需要选择一个合适的σ 。LNP 不需

要设定σ ，故没有报告其结果。当 σ 过小时，所有

的 ijW 趋近或等于 0，此时的σ 一般不选取。无论选

择哪个指标下的σ , LGC, GFHF 均没有获得显著的

分类性能，而 MGTEC 可以在绝大多数指标下保持 

 

图 1 AR 上不同 Lp 下的分类准确率       图 2 yaleB 上不同 Lp 下的分类准确率          图 3 不同 σ 下的分类正确率 
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稳定，这说明 MGTEC 对参数选取的鲁棒性比这些

对比方法要好。SDAGFHF 由于运用了判别分析，

获得的性能也较稳定，这说明降维不仅可以提高分

类正确率，在一定程度上还可以稳定分类器性能。 
实验 2  基于随机子空间的集成分类方法对 p

依赖性较高。为了分析不同的 p对 MGTEC 的影响，

本文在 AR 上执行一个实验。在本实验中， p从 20
增大到 300，图 4 为不同 p时分类器的性能变化情

况。 
从图 4 可以看出，无论何种 p下，RSGFHF 的

性能都没有大的变化，这说明通过直接在随机子空

间上训练基于图的直推分类并不能保证获得一个稳

定且性能较好的分类器。由于 SDA 的判别子空间大

小为 1C − ，因而通常 p C≥ 。当 2p C≥ 时，MGTEC, 
RSGFHF 的性能均有所下降，原因是随着 p的增大，

噪声和冗余特征也随之增多。在 2C p C≥ ≥ 时，

MGTEC 均表现出较高和稳定的正确率，这表明

MGTEC 可在一定的原则下选择合适的 p，可选择

的 p也较多。 
实验 3  基础分类器的个数(此处等同于EnsK )

影响着基于随机子空间的集成分类器性能。为此本

文继续在 AR 上执行一个实验，在实验中，EnsK 从

1 增加到 50，图 5 为不同EnsK 时的分类结果。 
从图 5 可以看出，尽管 RSGFHF 的基础分类器

不断增多，但其性能并没有显著变化，而 MGTEC
可以在较少的基础分类器时达到较高且稳定的精

度。在只有 1 个基础分类器时，MGTEC 的分类器

精度可以达到 0.8，而 RSGFHF 接近 0.3，这说明在

随机子空间上训练的分类器精度并不高，通过投票

得到的集成分类器性能也不显著。本实验还表明基

础分类器的精度对集成分类器的精度起着关键作 

用，仅增加基础分类器的个数并不能很好的提高集 
成分类器的性能。 

实验 4  为了证明 MGTEC 的基础分类器不仅

具有较高的精度还有较好的差异度。图 6 给出了

MGTEC 和 RSGFHF 的 20 个基础分类器各自的分

类正确率及其集成后的分类正确率。 
图 6 中 RSGFHF(I)和 MGTEC(I)分别为

RSGFHF 和 MGTEC 的基础分类器。从图 6 可以

发现，通过投票策略获得的集成分类器均获得了较

基础分类器更好的性能，这不仅表明基于投票的集

成策略是有效的，而且说明这些基础分类器之间具

有较大的差异性。由于随机子空间较少受噪声和冗

余特征的影响，通过 SDA 获得的判别子空间能把在

子空间中的不同类样本区分开来，从而使得在这些

子空间上训练的基础分类器拥有较高的精度。同时，

随机子空间之间的差异性在判别分析后得以保留，

使得判别子空间上的分类器之间也具有较大的差异

性。因此，MGTEC 具有比 RSGFHF 更好的分类

性能。 

5  结论 

针对在高维数据上构造的图易受噪声和冗余特

征影响，而基于图的直推分类器的性能依赖于图结

构的难题，本文提出一种基于多图的集成直推分类

方法 MGTEC。MGTEC 首先在随机子空间上进行

半监督判别分析，再在这些判别嵌入后的子空间上

训练基础分类器，最后通过投票策略集成这些分类

器。实验表明，通过这种方式构造的基础分类器具

有较高的精度，它们之间还有较好的差异性，获得

的集成分类器具有更高的精度，对参数的选取也较

鲁棒。本文提出的多图构建策略直观，可应用到绝

大多数基于图的半监督学习方法中。 

 

图 4 不同 p 下的分类正确率            图 5 不同 EnsK 下的分类正确率       图 6 基础分类器及其集成后的分类正确率 
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