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基于平行因子四线性分解的二维角度和频率联合估计 
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摘  要：该文提出了一种新的 2 维角度和频率联合估计方法。首先给出双平行线阵结构，将阵列天线输出的信号进

行建模分析，表明此信号具有平行因子四线性模型特征，分析了该模型低秩分解的唯一性，从分解得到的矩阵中联

合估计出信源的频率和到达角。该方法无需谱峰搜索，可实现参数的同时估计与配对，并与现有的算法进行了比较，

具有更高的估计精度，而且在小样本数下也能较好的工作。仿真结果验证了该方法的有效性。 
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Joint 2D Angle and Frequency Estimation Method  
Based on Parallel Factor Quadrilinear Decomposition 
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Nanjing 210016, China) 

Abstract: A novel blind joint 2D-angle and frequency estimation method is presented. At first the double parallel 

linear array is given. The output signal of the array antennas is analyzed and it has quadrilinear model 

characteristics. The frequency and 2D-angle can be estimated from the matrices via low-rank decomposition which 

utilizing the uniqueness of parallel factor decomposition. The method does not require searching spectral peak or 

pairing parameters. In comparison with the conventional methods, the algorithm has high precision estimation of 

parameters and works well under small sizes. The simulation results verify its effectiveness. 
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1  引言  

信号多维参数联合估计是近年来阵列信号处理

发展的一个重要方向，特别是空间到达角和信号源

频率的联合估计成为一个研究的热点。大多数的时

空参数联合估计算法都是在 1 维算法的基础上扩展

而得，如 2 维 MUSIC 算法[1,2]、各种 ESPRIT 算法

及 2 维传播算子(PM)算法等， MUSIC 方法要求谱

峰搜索，其多维搜索过程的计算量很大，工程上不

可行，而且当信噪比或快拍数下降到一定门限时，

其性能迅速下降。文献[3]利用 TLS-ESPRIT 算法，

结合均匀矩形阵列对 2 维到达角和频率进行联合估

计，主要优点在于计算上避免了谱峰搜索，对互谱

矩阵进行特征值分解或对接收信号进行奇异值分解

来估计参数，但对于面阵/双平行线阵来说，特征值

分解或奇异值分解的运算量很大，并存在参数配对

问题，在低噪比情况下参数配对往往出现模糊现象。

文献[4]提出基于传播算子的 2 维角度估计方法，与

ESPRIT 算法相比，计算量大大减小，且估计的参
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数能够自动配对，但存在孔径损失，影响估计精度。 
平行因子技术是高维数据分析的一种方法，平

行因子概念开始于心理学领域，后来发展到化学、

光谱学、色谱学等领域，近年来在信号处理和通信

领域，平行因子技术迅速发展，已经逐步成为通信

信号处理领域里一种新的研究手段 [5 9]− 。以上文献

讨论的都是基于平行因子三线性分解的技术，相比

而言，国内外在平行因子 4 维数据分解辨识领域研

究较少。本文给出双平行线阵列结构，提出了一种

基于平行因子四线性分解的 2 维角度和频率联合估

计算法。根据阵列输出数据构建一个四线性模型，

通过对此模型分解可以得到 2 维角度和频率估计的

参数。这种方法是迭代算法，不需要特征值分解或

奇异值分解，不需要参数配对，只需一定的迭代次

数就能收敛。 
文中用到的符号和算子说明如下： diag()⋅ 是对

角化算子； 表示 Khatri-Rao 积； †[ ]⋅ 表示矩阵的

Moore-Renrose 逆矩阵；|| ||F 表示 F 范数； ()i ⋅D 表

示提取矩阵第 i 行元素构成的对角阵；黑体小写字母

表示矢量；黑体大写字母表示矩阵。 
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2  数据模型 

双平行线阵的结构如图1所示，它由两个均匀平

行线子阵1和子阵2组成，每个线阵有M个阵元，以

原点为参考点，X轴方向阵元间距为 xΔ ， Y轴方向

阵元间距为 yΔ ，设 x y dΔ = Δ = ,d 为入射信号最

小波长的一半，假设远场有K 个彼此独立且到达角

均不同的窄带信号入射到该系统上，第k 个信号的2
维到达角和频率分别为 ( , , )k k kfθ φ , 1,2, ,k K= ，其

中 kθ , kφ 和 kf 分别代表第 k 个信源的仰角、方位角和

频率。各阵元输出的噪声为统计独立、均值为零和

方差为 2σ 的加性高斯白噪声，且噪声与信号相互独

立。则两个子阵接收的信号分别为 

 

图1 双平行线阵结构 
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整个阵列接收的信号为 
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为了对频率进行估计，对阵列接收信号加上时

延 ( 1,2, , )p p Pτ = 后采样，可得到 
( ) ( ) ( )
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其中 1 22 2 2=diag[ , , , ]p p K pj f j f j f
p e e eπ τ π τ π τ− − −Φ , ( )pt τ−w

是噪声 ( )tw 的时延。 
假设空时信道在 L 个符号内恒定不变，定义

1 2[ ( ), ( ), , ( )]p p p L pt t tτ τ τ= − − −X x x x , pX 可表示

为 

p p p= +X A S WΦ              (5) 

式中 1 2[ ( ), ( ), , ( )],p p p L pt t tτ τ τ= − − −W w w w =S  
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其中 2 sin sin / T( , , ) [1, ]k k kj d f c

y k k kf e π φ θθ φ −=a ，则第 n(n=1, 
2)行子线阵列的输出加上时延 pτ 后可表示成 

( ) ( ) , 
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将 2 ( 1)P× + 个切片累积成 ( 1) 2M P L× + × × 的 4
维数据集X，则式(6)有以下四线性模型形式[10]： 

, , , , , , , , , ,
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其中 ,m ka 是 xA 矩阵中第 ( , )m k 元素， ,n kb 是 yA 矩阵

中第( , )n k 元素， ,p kψ 是矩阵Φ中第( , )p k 个元素， ,l ks
是S 中第( , )l k 个元素， , , ,n m p lw 形成了 4 维噪声数据

集W 。式(7)对 , , ,n m p lx 的分解称为 4 维平行因子分

析，也称为四线性分解。根据其对称性，可写成其

它 3 种切片形式： 
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如果将式 (6) 所有的矩阵切片 M L
np

×∈X  
( 1,2n = ; 1,2, , 1p P= + )平铺连接成 2 ( 1)M P +  

L× 的矩阵，可得到更加紧凑的形式如式(11)所示 
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表示Khatri-Rao积，同理式(8)，式(9)和式(10)也
可以表示成 2 ( 1)ML P× + 的矩阵Y , 2 ( 1)L P M+ ×
的矩阵Z 和 ( 1) 2ML P + × 的矩阵U ，如式(12)-式
(14)所示。 

T T( )x y y= +Y A A S WΦ       (12) 
T T( )y x z= +Z A S A WΦ        (13) 
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T T( )x y u= +U S A A WΦ       (14) 

从上可知双平行线阵中 2 维角度和频率的估计可转

化为对方向矩阵 xA , yA 和时延矩阵Φ 3 个矩阵的估

计。 

3  基于平行因子四线性分解的联合估计算

法 

3.1 平行因子四线性模型分解 
四线性交替最小二乘(QALS)算法是四线性模

型数据检测的一种常用方法。本文采用QALS算法

对式(11)给出的平行因子模型进行拟合。迭代过程

中的代价函数为 

, , ,
min ( )

x y
y x F

−
A A S

X A A S
Φ

Φ       (15) 

给定 xA , yA 和Φ ,S 的最小二乘解为 
†

( )y x
⎡ ⎤= ⎣ ⎦S A A XΦ            (16) 

利用式(12)，给定S , xA 和 yA ,Φ的最小二乘解

为 
†T T( )x y

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦A A S YΦ          (17) 

利用式(13)，给定Φ ,S 和 yA , xA 的最小二乘解

为 
T †T
x y

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦A A S ZΦ            (18) 

利用式(14)，给定Φ ,S 和 xA , yA 的最小二乘解

为 
T †T
y x

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦A S A UΦ            (19) 

利用上述方法，每次更新一个矩阵，本次更新的矩

阵立刻参与下一个矩阵的求解，直至算法收敛。 
3.2 可辨识性分析 

四线性模型的本质特征就是其唯一性，首先说

明k 秩的概念，它在多线性代数中起着非常重要的

作用。 
定义 1  对于给定的矩阵 I F×∈A ，当且仅当

A包含至少r 个但不包含 1r + 个线性独立的列时，

A的秩为 rank( )r r= =A A 。如果矩阵A的任意k 列

独立，则A的k 秩k k=A ，矩阵k 秩比矩阵秩的要

求更为严格，且 kA r≤ A。当矩阵A列满秩时， kA  
r= A。 
定理 1[10]  ( ) ( ) ,np x n y p np= +X A D A D S WΦ (n  

1,2; 1,2, , 1p P= = + )，其中 M K
x

×∈A , y ∈A  
2 K× , ( 1)P K+ ×∈Φ , K L×∈S ，如果矩阵 xA , yA ,Φ , 
S 的k 秩满足下面的条件 

2 3
x y

k k k k F+ + + ≥ +A A SΦ        (20) 

则 xA , yA ,Φ 和S 对于列交换和(复数)尺度变换是

唯一的，即 xA , yA ,Φ ,S 可唯一确定。 
估计出的 1x x= +A A NΠΔ , 2+y y=A A NΔΠ , 

3= +NΦ ΦΠΔ , 4= +S S NΠΔ ，其中Π是交换

矩阵， 1Δ , 2Δ , 3Δ , 4Δ 为尺度模糊矩阵，满足

1 2 3 4 = IΔΔΔ Δ , N指所估计的误差矩阵，它们含有

信源的角度和频率信息。根据PARAFAC模型的唯

一性定理可知，Φ , xA 和 yA 矩阵的估计值均有相同

的列交换矩阵，这意味着Φ 第 i 列估计的频率和方

向矩阵 xA , yA 的第 i 列相对应，自动实现了角度和

频率的配对，这是传统的算法所不具备的。 
3.3 频率和 2 维角度估计的实施步骤 

上述算法结束后，得到时延矩阵 Φ 的估计值

Φ，设矩阵Φ的第k 列为 ( )kfg 。在没有噪声的情况

下，对其取相角可以得到 
f T

1angle( ( ))=[0,2 , ,2 ]k k k P kf f fπ τ π τ= − =h g τ (21) 

angle()⋅ 表示取元素的相角运算，其中 1[0,2 ,πτ=τ  
T,2 ]Pπτ ，令 ( 1) 2

1 1[ , ] P
P

+ ×
+= ∈P τ1 ，其中 1P+1 表

示 1P + 个全 1 矢量， T 2 1
0[ , ]kf f ×= ∈b ，则 
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kf 的最小二乘结果为 
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根据式(21)-式(23)，可依次得到K 个信源的频

率估计。 
同样，得到方向估计矩阵 xA , yA ，它们的第k 列

为 ( , , )x k k kfθ φa 和 ( , , )y k k kfθ φa ， 对它们取相角得到 

( )( )1

T

angle ( , , ) [0, / ,
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x k k k k

k k

f mf c

mf c M mf c m
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式中 2 sin cosk km dπ θ φ= , 2 sin sin ,k kn dπ θ φ=  =v  
T[0, / ,2 / , ,( 1) / ]k k kf c f c M f c− , kf 是通过式(23)

得到的频率估计，令 2
2 [ , ] M

M
×= ∈P v1 ，其中 M1 表

示M 个全 1 矢量， T 2 1
0[ , ]m m ×= ∈c ，则 

2 1=Pc g                    (26) 

m 的最小二乘结果为 
0

T 1 T
2 2 2 1( )

m

m
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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同理可得到n ，即 2 sin sink kdπ θ φ 的估计值。所以2
维DOA估计为 

( )2 21sin /2k m n dθ π−= +        (28) 

( )1tan /k n mφ −=                (29) 

算法总的步骤可总结如下：  
步骤 1  经过四线性最小二乘算法迭代运算后

得到 ,xA yA 和 Φ 的估计值 ,xA yA 和 Φ ，并令

( , , )x k k kfθ φa , ( , , )y k k kfθ φa 和 ( )kfg 分别为 3 个估计矩
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阵的第k 列矢量； 
步骤 2  按照式(21)-式(23)可依次得到 K 个信

源的频率估计； 
步骤 3  按照式(24)-式(29)可依次得到 K 个信

源的 2 维角度估计。 
本文算法的复杂度主要集中在四线性最小二乘

的迭代运算上，每次迭代计算复杂度 (复乘 )为
3(4 8 ( 1))O K KLM P+ + 及 2( [2 + ( 1)O K M ML L P+ +  

2( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2 (P M P LM ML P L P+ + + + + + + + +
1)])，文献[8]采用的三线性分解的算法运算量主要在

三线性最小二乘的迭代运算上，每次计算复杂度为

，3 2(3 +6 ( +1) + [2 ( +1)+ ( +1)+2 ])O K KM P L K M P L P ML
迭代的次数 n 跟参数估计的数目和初始值的设置有

关。文献[4]提出的 ESPRIT 算法集中在协方差的计

算、三次特征值的分解及配对搜索上，算法运算量

为 2 3 2 2{(2 ) (2 ) 4( 1) 2O PMK L PMK P MK MK+ + − +  
2 32( 1) 6 }M K K+ − + 。 

4  计算机仿真 

为了验证文中提出的算法的性能，采用 Monte 
Carlo 仿真来评估算法的 2 维角度和频率估计性能。

假设噪声为加性高斯白噪声，仿真中采用图 1 所示

的双平行线阵列。假设非相关窄带信号源数为K=3，
其2维DOA和频率分别为( o o15 ,10 , 1.2 MHz), ( o25 ,  

o20 , 1.5 MHz), ( o o35 ,30 , 1.8 MHz)，阵元间距 xΔ = 
yΔ =75 m，快拍数 L=500，定义 RMSE：RMSE =  

500 2
1 1

1 1
( )

500
K

mk okk m
a a

K = =
−∑ ∑ ，其中 mka 为第 k 个 

信源的第 m 个 Monte Carlo 仿真的角度或频率的估

计值， oka 为第 k 个信源的角度或频率的真实值。 
仿真 1  仿真采用阵元数为 8 2× 的双平行线阵

列，进行了 50 次 Monte Carlo 仿真，数据长度为

L=500。图 2 给出了本文算法在 SNR＝10 dB 时方

位角和仰角的散布图及方位角和频率的散布图，从

图 2 可以看出此算法具有较好的联合角度和频率估

计性能。 

仿真 2  为了说明本文算法在不同信噪比下角

度和频率参数联合估计性能，仿真参数同上，Monte 
Carlo 试验次数为 500，数据长度为 L=500。图 3-
图 11 中横坐标 SNR 的定义为 10lg(PS/PN)，其中

PS为信号平均功率，PN为噪声平均功率，为了进行

比较，ESPRIT 算法和基于三线性(trilinear)分解算

法的结果一起在图 3-图 5 中给出。图 3-图 5 分别为

在不同信噪比条件下的频率和 2 维 DOA 估计值的

RMSE 曲线，可以看出，随着信噪比的提高，RMSE
变小，估计性能更好。同时可看出本文算法的性能

优于其它两种算法，trilinear 分解又要优于 ESPRIT
算法。这主要因为三线性和四线性分解的算法充分

利用接收端信息的同时，其每次迭代都有最小的二

乘闭式解，而四线性分解参与最小二乘拟合的数据

增多，提高了参数估计的精度。文献[10]也从理论上

进一步证明了四线性分解的 CRB 要小于三线性分

解的 CRB。而 ESPRIT 算法在特征值分解和配对搜

索过程中存在误差积累，参数估计精度下降。 

仿真 3  本文为了说明在不同快拍数下频率和

2 维角度联合估计的性能，采用 3 个非相关窄带信

号源，快拍数分别设为 10, 50, 100, 300, 500。图 6-

图 8 分别给出了角度和频率在不同快拍数下随信噪

比变化的 RMSE 曲线，从图中可以看出，在快拍数

很小的情况下，性能较好，随着快拍数的增加，参

数估计性能越来越好。从仿真中可知，该算法在小

样本数下也能较好的工作。  

仿真 4  本文为了说明在不同天线数下频率和

2 维角度联合估计的性能，采用 3 个非相关窄带信

号源， 阵元数分别设为 6 2,× 8 2,× 10 2,× 12 2× 。

图 9-图 11 分别给出了角度和频率在不同天线数下

随信噪比变化的 RMSE 曲线，从图中可以看出，随

着天线数的增加，参数估计性能更好，表明该算法

有较好的空间分集性能。 

 

图 2 SNR=10 dB 的 2 维角度和频率散布图 
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图 3 仰角随信噪比变化性能曲线           图 4 方位角随信噪比变化性能曲线         图 5 频率随信噪比变化性能曲线 

 

图 6 仰角在不同快拍数下性能曲线         图 7 方位角在不同快拍数下性能曲线       图 8 频率在不同快拍数下性能曲线 

 

图 9 仰角在不同天线数下性能曲线       图 10 方位角在不同天线数下性能曲线       图 11 频率在不同天线数下性能曲线 

5  结束语 

本文将平行因子四线性分解技术应用到双平行

线阵列中提出一种新的2维角度和频率估计算法。该

算法首先利用四线性交替最小二乘算法估计出方向

矩 阵 和 频 率 矩 阵 ， 然 后 利 用 频 率 矩 阵 的

Vandermonde特征和方向矩阵本身的结构特点及最

小二乘方法进行运算可得到频率和2维角度的估计

值。该方法无需谱峰搜索和参数配对，与基于三线

性分解的算法和 ESPRIT算法进行了比较和分析，

具有更高的估计精度，并且在小样本数下也能较好

地工作，更利于实际应用。仿真结果验证了该方法

的有效性。 
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