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基于子集划分的素长度二维 DCT 快速算法 
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摘  要：该文针对素长度类型的 2 维离散余弦变换(DCT)变换，提出一种子集划分准则，并根据该准则将 2 维 DCT

变换输出的频域数据集合划分为若干个互不相交子集；将对频域的计算转换为对 2(N－1)个N点 1维素数尺寸DCT

的奇系数或偶系数的计算；最后给出了该算法的乘法复杂度和加法运算复杂度。相对于行列分解法，该算法节省了

约一半的乘法次数，省略了数据的转置存储过程，而加法的运算复杂度基本维持不变。 
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A New Fast Prime-length 2-D DCT Algorithm Based on Subset Partition 

Sun Ji-li    Tian Mao 
(Institute of Electronics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China) 

Abstract: A new fast algorithm based on subset partition for prime-length 2D Discrete Cosine Transform (DCT) is 

proposed. The rule of subset partition is put forward, and the frequency data of DCT output are separated into 

several irrelevant subsets according it. The calculation of frequency data is converted to 2(N－1) calculations of 

even- or odd-indexed N-length 1D-DCT coefficient. The computational complexity of the algorithm is presented. 

Compared to Roll and Column Method (RCM), this new fast algorithm reduces half of multiplication times, 

eliminates transposition of data, and retains computational complexity of addition.  
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1  引言  

1974 年由 Ahmed 等人[1]提出的离散余弦变换

(DCT)作为次最优正交变换，在数字图像数据压缩

编码技术中，其压缩效果接近理想的 KLT 变换，目

前 DCT, IDCT 广泛应用于信号处理和图像处理领

域。 
2 维 DCT 的快速算法主要有两种：行列分解

法(RCM)及非行列分解法(NRCM)。RCM 方法是

将N×N 的数据按行(或列)方向进行N个 1维DCT 
计算，产生中间矩阵，然后转置再进行 N 个 1 维

DCT 计算，最后得到 2 维 DCT 结果。非行列分解

法(NRCM)也就是直接分解法，典型的直接分解法

是 2 维矢量基 DCT 算法，2-D 矢量基 DCT 算法

主要有 Lee[2]算法和 Hou[3] 算法。对于较长长度的 
DCT, Hou 算法较 Lee 算法性能优越。目前最有效

的 2 维 DCT 直接分解算法主要有森川良孝算法与
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文献[4]算法，这两种算法都将乘法运算量减至传统

行列分解法的 50％。近几年，AIQ 算法 [5 7]− 因不需

要乘法器也受到了人们的重视，但是这类算法都是

基于 1 维 DCT 变换上发展的，转置存储机制制约

了这类算法的性能 [8 10]− 。 
当前的 DCT 快速算法大部分为长度为 2n的情

况。而实际应用中 DCT 的长度往往是任意的，当 2
维 DCT 变换长度为素数时，森川良孝算法与 Cho
算法不再适用。目前素数长度 DCT 的快速算法研

究[11,12]仍然局限于 1 维 DCT 变换。 
本文提出了一种基于子集划分的素数尺寸 2 维

DCT 快速算法。按照子集划分准则，把 2 维 DCT
变换输出的非零频域集合划分为 2(N-1)个子集。每

个子集的分量对应于一个N-1点1维素数尺寸DCT
的奇系数或偶系数的计算。该快速算法使得乘法运

算量减至传统行列分解法的 50％，而加法运算维持

原有传统行列分解法的规模，并且不需要转置存储。 

2  基于子集分解的快速算法 

2 维 M×N 点 DCT 定义为 
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从而频域输出 ( , )X k l 被分解为 3 个交流分量和 1 个

直流分量之和，下面分别计算交流分量 A(k,l), B(k, 

l), C(k,l)。 

2.1 A(k,l)的计算 
由 

1 1
1 1

2 2

0 0

1 1
1 1

2 2

0 0

(2 1)
( , ) ( , ) cos

2

(2 1) 1
         cos ( , )

2 2

(2 1) (2 1)
          cos

2

(2 1) (2 1)
 cos

2

q q

m n

q q

m n

m k
A k l y m n

q

n l
y m n

q

m k n l
q

m k n l

q

π

π

π

π

− −
− −

= =

− −
− −

= =

⎧ ⎫⎪ + ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪⎭⎪⎩

⎧ ⎫⎪ + ⎪⎪ ⎪⋅ =⎨ ⎬⎪ ⎪⎪⎭⎪⎩
⎡ ⎛ ⎞+ + + ⎟⎜⎢⋅ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎣

⎛ + − +⎜+
⎝

∑ ∑

∑ ∑

⎤⎞⎟⎥⎟⎜ ⎟⎥⎜ ⎟⎠⎦
 (7) 

若 k=0，则 
1 1

1 1
2 2

0 0

(2 1)
(0, ) ( , ) cos

2

q q

n m

n l
A l y m n

q

π
− −

− −

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎧ ⎫⎪ + ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪⎭⎪⎩⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑   (8) 

若 l=0，则 
1 1

1 1
2 2

0 0

(2 1)
( , 0) ( , ) cos

2

q q

m n

m k
A k y m n

q
π

− −
− −

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎧ ⎫⎪ + ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪⎭⎪⎩⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑  (9) 

式(8)和式(9)为一个 1 维素长度 DCT，我们可以用

文献[11]中的方法来计算。 
对于任意非零整数 k，定义 

( ) ( )
( )mod2 ,      mod 2

( )
2 mod 2 , mod 2

k N k N N
f k

N k N k N N

⎧⎪ <⎪⎪= ⎨⎪ − ≥⎪⎪⎩

 

称 f(k)为 k 在 2N 下的绝对值模，记为 f(k)=amod(k, 
2N)。 
若 k≠0,l≠0，设 
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因( , , ) 1k l q = ，由前述线性同余方程理论可知，同余

方程式(13)有 q 个解；同余方程式(14)有 q 个解。设
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观察式(19a)，式(19b)，我们发现它们与素数长

度 1 维 DCT 快速算法中偶下标系数的形式相同，

我们可以把它们转化为素数长度 1 维 DCT 快速算

法中偶下标系数的求解[11]。 

观察式(19c)，式(19d)，我们发现它们与素长度

1 维 DCT 快速算法中奇下标系数的形式相同，同样

可以把它们转化为素长度 1 维 DCT 快速算法中奇

下标系数的求解[11]。 

2.2 B (k, l)的计算 
若 l=2u + 1，则 B(k, 2u+1)=0。 
若 l=2u，则由式(4) 
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这是素数长度 1 维 DCT 变换形式，我们可以用素
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2.3 C (k, l)的计算 
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这是素长度 1 维 DCT 变换形式，我们可以用素数

长度 1 维 DCT 变换的计算方法来求解[11]。 

2.4 X (k, l)集合划分 

由式(18)和式(19)可知，部分频域输出计算过程

中的分集系数Sum( , , )t k l 相同，因此可以按照分集系

数Sum( , , )t k l 相同的准则划分集合 ( , )X k l 。令集合 
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( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

amod (2 1) ,2 amod (2 1) ,2
,

amod (2 1) ,2 amod (2 1) ,2

1
    0 , ,  0 , ,

2

r k q r k q

r l q r l q

q
r r k l l q

⎫+ ⋅ = + ⎪⎪⎪⎬⎪+ ⋅ = + ⎪⎪⎭
−

≤ < ≤ <

 

由于q 为奇素数，方程组有解的条件为 
1 2 1 2,r r l l= =  

故 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ,   ,  0 , ,E k l E k l l l k l l qφ= ≠ < <∩  (24)  

设 r1≠r2, 0<k<q, 0<l<q，因 q 为奇素数，可知 
( ) ( )

( )
1 2

1 2

amod (2 1) ,2 amod (2 1) ,2

    amod 2( ) ,2 0

r k q r k q

r r k q

+ − +

= − ≠
 

( ) ( )

( )
1 2

1 2

amod (2 1) ,2 amod (2 1) ,2

   amod 2( ) ,2 0

r l q r l q

r r l q

+ − +

= − ≠
 

可知每个 ( , )E k l 中有(q-1)/2 个元素，且X 中互不相

交的 ( , )E k l 子集的个数为 
2 2 1

( ( , )) 2( 1)
( 1)/2

q q
R E k l q

q
− +

= = −
−

 

结合式(23)和式(24)可得 X 与 E(k,l)的关系。 
{ } { }

{ } { }
1 2( , ), 0 ( , ), 0

(0, ), 0 ( , 0), 0

X E k l l q E k l l q

X l l q X k k q

= < < < <

≤ < < <

∪
∪ ∪ (25) 

1 1 1 1 2 2 2
1 1

2 , 0 , 2 , 0
2 2

q q
k u u k u u+

− −
= ≤ < = < ≤  

以 7×7 点 DCT 为例，根据分集系数Sum( , , )t k l

相同的元素放在同一子集的准则，我们划分出的子

集如下。 
{X(1,1),X(3,3),X(5,5)},{X(1,2),X(3,6),X(5,4)}, 
{X(1,3),X(3,5),X(5,1)},{X(1,4),X(3,2),X(5,6)}, 
{X(1,5),X(3,1),X(5,3)},{X(1,6),X(3,4),X(5,2)}, 
{X(2,1),X(6,3),X(4,5)},{X(2,2),X(6,6),X(4,4)}, 
{X(2,3),X(4,1),X(6,5)},{X(2,4),X(6,2),X(4,6)}, 
{X(2,5),X(6,1),X(4,3)},{X(2,6),X(4,2),X(6,4)}, 

{X(0,0),X(0,1),X(0,2),X(0,3),X(0,4),X(0,5),X(0,6)}, 
{X(1,0),X(2,0),X(3,0),X(4,0),X(5,0),X(6,0)}。 

3  基于子集划分快速算法的计算复杂性 

如果以 ( )m Nμ 表示 N 点 DCT 的乘法复杂性，

以 ( )a Nμ 表示N点DCT 的加法复杂性，以 ( )m Aμ 表

示计算A(k,l)的乘法复杂性，以 ( )a Aμ 表示计算A(k,l) 

的加法复杂性，以 ( )m Bμ 表示计算 B(k,l)的乘法复杂

性，以 ( )a Bμ 表示计算 B(k,l)的加法复杂性，以

( )m Cμ 表示计算 C(k,l)的乘法复杂性，以 ( )a Cμ 表示

计算 C(k,l)的加法复杂性，以 ( )m q qμ × 表示计算 q×q 

DCT 的乘法复杂性，以 ( )a q qμ × 表示计算q q× DCT

的加法复杂性，那么，我们得到q q× DCT 的计算复

杂度为 

 ( ) ( ) ( ) ( )m m m mq q A B Cμ μ μ μ× = + +    (26a) 

2
2

( ) ( ) ( ) ( )

( 1)
              2

4

a a a aq q A B C

q
q

μ μ μ μ× = + +

−
+ +    (26b) 

下面分别求解 A(k,l),B(k,l),C(k,l)的计算复杂性。 
(1)A(k,l)的计算复杂性 

1 1

1 1
1 1

1 1

( ) ( (0, )) ( ( , 0))

          ( ( , )) ( (0, ))

         ( ( , 0)) ( ( , )) ( )

          ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

m m m

p p

m m
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p p

m m m
k l

m m m

A A l A k

A k l A l

A k A k l q

q q q q q

μ μ μ

μ μ

μ μ μ

μ μ μ

− −

= =
− −

= =

= +

+ =

+ + =

+ + − = +

∑∑

∑∑
(27a) 

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( (0, )) ( ( , 0))

         ( ( , )) ( (0, ))

         ( ( , 0)) ( ( , ))

1
         2 2( 1) ( ) ( )

2
1

         ( 1) ( ) 2 2( 1)
2

       ( 1

a a a

p p

a a
k l

p p

a a
k l

a a

a

A A l A k

A k l A l

A k B k l

q
q q q q

q
q q q q

q

μ μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ

− −

= =
− −

= =

= +

+ =

+ +

−
+ − = +

−
+ − + −

= +

∑∑

∑∑

2) ( ) 2 ( 1)a q q qμ + −   (27b) 

(2)B(k,l)的计算复杂性 
 ( ) ( )m mB qμ μ=  (28a) 

 ( ) ( )a aB qμ μ=  (28b) 

(3)C(k,l)的计算复杂性 
 ( ) ( )m mC qμ μ=  (29a) 

 ( ) ( )a aC qμ μ=  (29b) 

结合式(19)-式(22)，我们可求得q q× DCT 的计算复

杂度 
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( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

           ( 3) ( )

m m m m

m

q q q q q q

q q

μ μ μ μ

μ

× = + + +

= +   (30a) 
2

2

2

2
2

2 2

( 1)
( ) ( )+ ( )+ ( )+ +2

4
           ( 1) ( ) 2 ( 1)

( 1)
              ( ) ( ) 2

4
           ( 3) ( )+(2 1/4)( 1) +2

a a a a

a

a a

a

q
q q A B C q

q q q q

q
q q q

q q q q q

μ μ μ μ

μ

μ μ

μ

−
× =

= + + −

−
+ + + +

= + + − (30b) 

表 1 为子集划分快速算法与行列法的计算复杂

性比较，从表中可以看出，相对于常规的行列法，

该算法的乘法次数减少了约一半，加法次数也基本

持平。 

表 1 计算复杂性比较 

乘法 加法 

行列法 
子集划分 
快速算法 

行列法
子集划分 
快速算法 

2 ( )mq qμ  ( 3) ( )mq qμ+  2 ( )aq qμ 2 2

( 3) ( ) (2 1/4)

    ( 1) 2
aq q q

q q

μ+ + +

⋅ − +

 

4  结论 

本文通过 2 维 DCT 变换的直接分解方法，推

导出了基于子集划分的素数尺寸 2 维 DCT 新快速

算法。通过该快速算法，我们把 2 维 DCT 变换转

换为 1 维 DCT 变换。该算法的实现过程包括两个

部分：分集系数Sum( , , )t k l 计算和 1 维素长度 DCT
变换。该快速算法把文献[4]算法从 2n 长度 2维DCT
扩展到素长度 2维DCT，具有良好的软硬件实现性。

该快速算法还可以推广到高维素长度 DCT 和 2n 长

度 DCT 中，具有良好的应用前景和推广价值。 
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