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基于噪声子空间奇异值的信号分量数目估计 
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摘  要：针对现有信号分量数目估计方法在低信噪比时估计性能差的问题，该文提出了基于噪声子空间奇异值恒虚

警检测方法估计信号分量数目。通过对 Hankel 矩阵奇异值与噪声能量之间关系的研究，利用高斯白噪声包络平方

服从指数分布的特点，在虚警率一定的条件下，获得噪声子空间奇异值检测门限。仿真结果显示该方法在低信噪比

时有效。 

关键词：信号处理；子空间；奇异值分解；恒虚警检测；信号分量；参数估计 

中图分类号：TN911.7                文献标识码： A                文章编号：1009-5896(2011)09-2039-06 

DOI: 10.3724/SP.J.1146.2010.01216 

Estimation of the Number of Signal Components 
Based on Singular Values of Noise Subspace 
Zhou Xin-peng    Han Feng    Wei Guo-hua    Wu Si-liang 

(School of Information and Electronics, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China)  

Abstract: A new method is proposed to improve the performance of estimating the number of signal components in 

low Signal-to-Noise Ratio (SNR) environment, based on singular values of noise subspace and the principle of 

Constant False Alarm Rate (CFAR). Through researching the relationship between singular values of Hankel 

matrix and the energy of noise, the threshold of detecting singular values of noise subspace is got in a certain 

probability of false alarm by using the characteristic of Gaussian white noise envelope submitting to exponential 

distribution. Simulation results show that the method is effective in low SNR condition.  
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1  引言  

基于噪声或信号子空间高分辨谱估计方法如

MUSIC、ESPRIT 等，突破了经典谱估计中分辨率

限制，能够获得高分辨率信号估计参数，在空间谱

估计和谐波恢复等问题中得到广泛应用。这类子空

间谱估计算法依赖于信号参数模型，其前提是估计

出信号分量数目。常用的信号数目估计方法有基于

信息论准则方法和假设检验方法。 

基于信息论准则方法是使包含信号分量数目的

准则函数最小。Wax等人[1]基于Akaike信息论(AIC)

准则和最小描述长度(MDL)准则，首先提出基于信

息论方法的信号分量数目估计算法；Wong 等人[2]

通过分析 AIC 和 MDL 准则函数与协方差特征值和

特征向量的关系，改进了 AIC 和 MDL 准则函数，

提出了只与特征值有关的准则函数；文献[3]用随机

惩罚函数或文献[4]用一类惩罚函数代替 AIC 和
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MDL 准则函数中的固定惩罚函数，得到信号分量数

目的一致估计，进一步改善信息论准则的性能。最

近，基于信息论的方法有应用于 DS-CDMA 网络的

预测描述长度(PDL)准则[5]、基于多级维纳滤波最小

均方误差的 MDL(mMDL)准则[6]以及其它改进方 

法[7,8]。由于信息论方法不存在假设检验，所以能够

对信号分量数目进行客观估计 [9 11]− ，该类方法适用

于高信噪比条件下的信号分量数目估计。 

假设检验方法是通过设定门限值估计信号分量

数目。Chen 等人[12]提出协方差特征值阈值(ET)法，

通过设置每个噪声子空间特征值门限来估计信号分

量数目；Kritchman 等人[13]提出基于随机矩阵理论

(RMT)的估计方法，通过对特征值进行多次假设检

验估计信号分量数目。 ET 和 RMT 两种方法与基

于信息论准则的估计方法相比，在低信噪比条件下

性能优于 MDL 准则，低于 AIC 准则；高信噪比条

件下性能优于 AIC 准则，和 MDL 准则渐进一致。

Shah 等人 [14]提出恒虚警假设检验嵌套序列(NS- 
CFAR)的估计方法，该方法在短数据样本条件下有
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较高的成功估计概率，但是由于利用噪声能量服从

Wishart 分布的特点，每一次检测都需要设置检测

门限。 

为了提高小信噪比条件下信号分量数目成功估

计概率，改善估计性能，本文提出了基于噪声子空

间奇异值的恒虚警信号分量数目估计算法(a CFAR 
algorithm of estimating the number of signal 
components based on Singular Values of noise 
subspace, SV-CFAR)。首先分析了信号 Hankel 矩
阵奇异值、噪声能量和噪声幅度包络平方之间的关

系；然后利用噪声幅度包络平方服从指数分布的特

点，推导出噪声子空间奇异值检测门限，以此为依

据估计信号分量数目。和文献[14]的方法相比，提高

了小信噪比条件下信号分量数目估计的成功概率，

并且对每一组观测样本只需确定一个检测门限，减

少了算法的运算量。 

2  信号模型及判决准则 

信号 ( )s n 的非衰减指数和模型表示如下： 

( )
1

( ) exp 2
P

i i ii
s n A j f nπ ϕ

=
= +∑ 。式中 iA , if , iϕ 分 

别为第 i 个信号分量的幅度、频率和初始相位；P 为

信号分量数目； iA , if , iϕ , P 都是未知参数，本文

通过检测噪声子空间奇异值估计信号分量数目P 。

设观测信号 ( )x n 为 

( ) ( ) ( )x n s n w n= +            (1) 

其中 ( )w n 是均值为零，方差为 22σ 的加性复高斯白

噪声，且各信号分量之间相互独立，信号与噪声之

间相互独立。 
假设 1 2 1{ , , , , }L Lλ λ λ λ−= "λ ( L 为奇异值数目)

是观测样本数据构建的 Hankel 矩阵G的奇异值集

合，且 1 2 1 ,L Lλ λ λ λ−≥ ≥ ≥ ≥" 1 2 1={ , , , ,s Pλ λ λ −"λ  
}Pλ 是 信 号 子空 间 奇 异值 集 合 ， 1{ ,w Pλ +=λ  

2 1, , , }P L Lλ λ λ+ −" 是噪声子空间奇异值集合。如果奇

异值 i sλ ∈λ ，代表信号子空间奇异值，设为 H1；如

果奇异值 i wλ ∈λ ，代表噪声子空间奇异值，设为

H0。给定一个判决门限 Tλ ，则奇异值判决准则为 

1

0

,�

,�

i T

i T

H

H

λ λ

λ λ

⎫≥ ⎪⎪⎪⎬⎪< ⎪⎪⎭

判为

判为
             (2) 

3  基于噪声子空间奇异值的恒虚警检测 

3.1 信号 Hankel 矩阵的奇异值分解  
设信号 ( )x n 的数据长度为N ，可以构建一个如

式(3)所示的 Hankel 矩阵G  
(0) (1) ( 1)

(1) (2) ( )

( ) ( 1) ( 1)

x x x N L

x x x N L

x L x L x N

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

G

"

"

# # % #

"

    (3) 

其奇异值分解表示为 
H

1 1

1 2 H
2 2

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

V
G U U

V

Σ

Σ

0

0         (4) 

其中
H( )i 为共轭转置运算符， 1 2[  ]=U U U 为左奇异

矩阵， 1 2[  ]=V V V 为右奇异矩阵。其中 1 ∈U  
( 1)L P+ ×^ , ( 1) ( 1 )

2
L L P+ × + −∈U ^ , ( 1)

1
L P+ ×∈Σ \ ， 且

1 1diag( , , )Pλ λ= "Σ , ( 1, , )i i Pλ = " 为信号子空间

奇异值。 ( )
1

N L P− ×∈V ^ , ( ) ( )
2

N L N L P− × − −∈V ^ , 2 ∈Σ  
( )N L P− ×\ ，且 2 1diag( , , )P Lλ λ+= "Σ , ( 1,i i Pλ = +  
, )L" 为噪声子空间奇异值，并且 1 2 Pλ λ λ≥ ≥ ≥"  

1 2P P Lλ λ λ+ +≥ ≥ ≥ ≥" 。矩阵 HGG 表示为 
2 H
1 1H

1 2 2 H
2 2

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

U
GG U U

U

Σ

Σ

0

0
      (5) 

令S 表示矩阵G 中信号部分，Ω表示噪声部

分，矩阵G可表示为 = +G S Ω，则 
( )( )HH H H

H H

+ +

        

= = +

+ +

GG S S SS

S S

Ω Ω ΩΩ

Ω Ω
 

因为信号与噪声相互独立，所以 H H= =S SΩ Ω 0，
则 

H H H= +GG SS ΩΩ           (6) 

由于噪声是加性高斯白噪声，则 

( )

( )

1
*

0
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0 0

0 0

( )0
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0
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i L
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其中 *( )i 为共轭运算符， H ( ) ( )N L N L− × −∈ΩΩ \ ，令 z 为

噪声幅度包络平方， ( ) *( )z w i w i= ，则 

( )H N L z= − IΩΩ            (7) 

其中I 为单位阵，将式(7)代入式(6)并与式(5)比较，

可以看出，噪声子空间奇异值平方即为( )N L− 点噪

声能量，数值大小为( )N L z− 。 

表 1 给出了含 5 个等幅分量(幅度 1, 1,iA i= =  
2, ,5" )的信号在不同信噪比条件下，仿真 10000 次

所得奇异值的均值，粗体下划线的奇异值为信号子

空间的最小奇异值，斜体下划线的奇异值为噪声子

空间的最大奇异值。本文定义信噪比为 SNR =  
2

1
210 lg

2

P
ii

A

σ
=∑ 。 

从表 1 可以看出，在低信噪比时，噪声子空间

奇异值接近信号子空间奇异值，在高信噪比时，又

远远小于信号子空间奇异值。表 2 给出了最小信号

子空间奇异值和最大噪声子空间奇异值的样本标准

差，可以看出，奇异值样本标准差比较小。因此， 
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表 1 观测样本 Hankel 矩阵的奇异值 

信噪比(dB) 奇异值 

λ  -10 -5 0 5 10 15 20 

1λ  171.2247 138.6297 128.3433 125.1830 124.2821 124.0244  123.9484 

2λ  150.5509 116.2746 106.1734 101.3950  99.3586  98.5902   98.3250 

3λ  140.3069 101.9095  94.8064  92.5114  91.7286  91.5098   91.4473 

4λ  133.6117  90.0647  84.6641  85.3804  86.2548  86.6096   86.7238 

5λ  128.6514 80.4896  63.5192  61.2832  60.5578  60.3299   60.2517 

6λ  124.6487 75.7823  45.8332  25.7975  14.5086   8.1746    4.5942 

7λ  121.2263  72.5268  42.3559  23.8314  13.3902   7.5404    4.2388 

8λ  118.2164  70.0264  40.3519  22.6915  12.7658   7.1827    4.0392 

9λ  115.5181  67.9119  38.8649  21.8664  12.2960   6.9170    3.8913 

10λ  113.0285  66.1139  37.6562  21.1961  11.9211   6.7055    3.7714 

表 2 信号子空间最大奇异值和噪声子空间最小奇异值的样本标准差 

信噪比(dB) 奇异值样本 

标准差 δ  -10 -5 0 5 10 15 

5λ
δ  2.69E-11 1.16E-11 2.11E-11 3.95E-11 1.68E-11 2.12E-11 

6λ
δ  2.82E-11 2.14E-11 1.88E-12 6.68E-12 1.67E-12 1.21E-12 

 
可以选择合适的噪声子空间奇异值门限依据式(2)

的判决规则估计信号分量数目。 
3.2 信号分量数目检测 

复高斯白噪声表示为 R I( ) ( ) ( )w n w n j w n= + ⋅ 。

式中 R( )w n , I( )w n 分别代表噪声 ( )w n 的实部和虚

部，都服从均值为零，方差为 2σ 的高斯分布。 R( )w n

和 I( )w n 联合概率密度函数 ( ) 2
, R I (1/(2 ))f w w πσ=  

2 2
R I

2exp
2

w w

σ
+⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

。 

则
2 2
R Iz w w= + 的概率密度函数 

2 2

1
( ) exp ,   0

2
z

f z z
σ σ

⎛ ⎞⎟⎜= − ≥⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
       (8) 

式(8)表明， z 服从指数分布。则虚警概率 

( )fa 2( )d exp
2T

T
T

z

z
P P z z f z z

σ

∞ ⎛ ⎞⎟⎜= < < ∞ = = − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ (9) 

式中 zT为幅度包络平方门限，则 
2

fa2 ln( )Tz Pσ ⋅= −           (10) 

矩阵G的奇异值λ的检测门限 Tλ 可表示为 

( )T TN L zλ = −            (11) 

将式(11)代入式(2)的判决规则，得到信号分量数目 
估计 l ( )argmax P T

p
P λ λ= ≥ 。 

3.3 噪声功率估计  

在噪声功率已知条件下，可以由式(10)计算得

到噪声包络平方门限，但由于观测样本中噪声功率

是未知的，所以先要估计噪声功率。文献[1]利用最

大似然估计方法估计噪声功率，该方法要求已知信

号分量数目，并且是负偏估计，在检测中容易产生

虚警；文献[14]利用矩阵的扰动方法估计未知信号分

量数目时的噪声功率，但是该方法要通过多次迭代

求解非线性方程组，计算复杂。为了减少白噪声估

计的计算量，本文通过分析观测数据样本方差和延

时相关序列均值之间的关系估计白噪声功率。 

由于P 个信号分量之间和噪声之间相互独立，

则观测数据样本方差 

2 2

1

var( ) 2
P

i
i

x A σ
=

= +∑          (12) 

样本数据延时相关序列 *( ) ( ) ( )y n x n x n k= + 。式中，

k 为 延 迟 时 间 。 相 关 序 列 均 值 [ ( )]E y n =  

( )2 2
,01

exp 2 2
P

i i ki
A j kfπ σ δ

=
+∑ 。式中， ,0kδ 为狄拉克

函数。当 0k ≠ , [ ] ( )2
1

( ) exp 2
P

i ii
E y n A j kfπ

=
= ∑ ，故 

[ ] ( )( )

( )( )

2 4 2 2

, 11

4 2 2

, 11

( ) exp 2

            2 cos (12   ) 3

P P

i i j i j
i ji
i j

P P

i i j i j
i ji
i j

E y n A A A j k f f

A A A k f f

π

π

==
≠

==
<

+ −

= −

=

+

∑ ∑

∑ ∑
 

式中 i 为模运算符。由于 
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2
2 4 2 2

1 1 , 1

2
P P P

i i i j
i i i j

i j

A A A A
= = =

<

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑ ∑       (14) 

比较式(13)和式(14)等号右边，当频差 ( )i jf f−
较小时， cos(2 ( )) 1i jk f fπ − ≅ , | [ ( )]|E y n 可以近似为

信号功率 

[ ] 2

1

( )
P

i
i

E y n A
=

≅ ∑            (15) 

信号功率估计和真实信号功率相比  

[ ]

( )( )
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4 2 2

, 112

2
4 2 22
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其中 maxfΔ 为最大频差。当 maxfΔ 满足 

max 0.1/f kΔ <              (17) 

maxcos(2 )k fπ Δ >0.81，得到 
[ ]

2

1

(
0

)
.9

P

i
i

E y n

A
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝

>

⎠
∑

             (18) 

即估计信号功率可以达到实际信号功率的 90%。令

k =1，在信号的最大频差满足式(17)的情况下，将

式(15)代入式(12)，得到噪声功率的近似估计 

[ ]22 var( ) ( )x E y nσ = −�         (19) 

3.4 噪声估计性能分析 

根据式(18)和式(19)得到最大误差噪声功率估

计 

( )

2 2

2 SNR/10

2 2 0.1

    2 1 0.1 10

sPσ σ

σ

= +

= + ×

�
     

(20)
 

其中 Ps 为信号真实功率。将式(20)代入式(10)得到

噪声包络平方门限 

( )2
fa0.12 ln( )sT PPz σ + ⋅= −      (21) 

将式(21)代入式(9)，得到实际虚警概率 
SNR/101 0.1 10

fa fa
'P P + ×=              (22) 

由式(20)和式(21)可知，该噪声估计方法是正偏

估计，提高了原来噪声包络平方门限，减小了虚警

率，图 1 给出了虚警率 faP =0.001 时不同信噪比下

实际虚警率 fa
'P 。从图中可以看出，在低信噪比条件

下，所获得的实际虚警率 fa
'P 接近于理论的虚警率

faP ；随着信噪比的增加，实际虚警率 fa
'P 减小。 

仿真条件同表 1的相同，归一化数字频率 ƒ=[0.2, 

0.23, 0.22, 0.25, 0.3]，样本数据点数 200，在已知最

大信号分量数目为 10 和信号频率范围的条件下，利

用本文所提方法、最大似然法以及频域滤波法(FFT)

估计噪声功率，3 种方法估计性能如图 2 所示，在

低信噪比条件下，本文所提方法的估计性能优于最

大似然估计法和频域滤波法，而在高信噪比条件下，

最大似然法优于本文提出的方法和频率滤波法，此

时，本文所提方法得到的噪声功率估计相对于真实

功率误差随着信噪比的增大而增大，这和式(20)相

符。由于本文信号源数目估计方法是通过对信号和

噪声奇异值检测来估计，由表 1 和表 2 可以看出，

高信噪比条件下，信号子空间最小奇异值远大于噪

声子空间最大奇异值，并且奇异值样本标准差非常

小，所以在高信噪比条件下，其白噪声功率估计误

差对信号奇异值检测性能影响不大。 

上述基于噪声子空间奇异值的恒虚警信号分量

数目估计的算法步骤总结如下：  

第1步 计算观察样本方差和延时相关序列 ( )y n

均值，估计观测样本噪声功率 22σ� 。 
第2步 计算噪声子空间奇异值检测门限 Tλ 。 
第3步 对奇异值进行检测，判定信号子空间的

奇异值，得到信号分量数目估计 lP 。 

 

图 1 Pfa=0.001 时实际虚警率和信噪比的关系                     图 2 白噪声功率估计性能 
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4  仿真分析 

为验证本算法性能，在 Matlab2009a 环境下进

行仿真。仿真中，观测样本包含 5 个信号分量，归

一化数字频率 ƒ=[0.2, 0.23, 0.22, 0.25, 0.3]，信噪比

从-10 dB 变化到 20 dB，信噪比步长为 2 dB，在不

同信噪比下，分别做 10000 次蒙特卡洛实验，统计

成功估计信号分量数目的概率。 

仿真 1  不同虚警率下的 SV-CFAR 算法性能

分析 

信号幅度A =[1, 1, 1, 1, 1]，观测样本数分别为

N=200 和 N=500，取 L=63，采用 SV-CFAR 算法

在不同虚警率 faP =[0.20, 0.07, 0.04, 0.01]下对信号

分量数目进行估计，图 3(a)和 3(b)分别给出了观测

样本点数为 200 和 500 时在不同虚警率下的成功估

计概率。从图中可以得出以下结论： 
(1)在一定的样本数条件下，选择适当的虚警

率，可以降低检测的信噪比门限，在低信噪比条件

下获得较高的成功估计概率。 
(2)在相同虚警概率条件下，观测样本数越长，

估计性能越好，对于较大的虚警概率，选择适当的 

样本数可以在低信噪比条件下获得较高的成功估计 

概率。 

仿真 2  信号分量数目估计算法性能比较 

将 SV-CFAR 算法与 AIC, MDL 和恒虚警假设

检验嵌套序列(NS-CFAR)[14]算法在相同条件下，对

信号分量数目估计性能进行比较。依据仿真 1 的结

论，选择虚警率 Pfa=0.07，观测样本数为 200 点，

L=63。图 4(a)和 4(b)分别是信号分量幅度A =[1, 1, 
1, 1, 1]和A =[0.2, 0.3, 1, 0.8, 0.5]时各算法成功估计

概率。 

从图 4 中可以看出，无论信号分量等幅或不等

幅，在低信噪比条件下，SV-CFAR 算法性能都优于

AIC, MDL, NS-CFAR 3 种方法。这是因为 SV- 
CFAR 算法的检测门限是基于噪声子空间能量的虚

警率设置的，在一定信噪比条件下，信号能量要大

于噪声能量，所以只要选定合适的门限值，就能够

正确估计出信号分量数目。 

5 结束语 

基于噪声子空间奇异值的恒虚警信号分量数目

估计算法，通过观测信号中噪声能量确定噪声子空 

 

图 3 不同虚警率下的成功概率 

 

图 4 SV-CFAR, AIC, MDL, NS-CFAR 4 种算法成功估计概率 
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间奇异值检测门限，属于假设检验的估计方法，算

法仿真结果表明，该算法明显提高了低信噪比条件

下信号分量数目成功估计概率，增强了基于子空间

高分辨谱估计算法的鲁棒性和可靠性。 
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