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基于约束最小二乘的近空间雷达网定位算法 
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摘  要：该文研究了一种基于归一化约束最小二乘的近空间雷达网定位算法。首先将距离与角度信息的非线性方程

转换为线性方程，通过一阶 Taylor 展开分析了噪声对线性方程的影响，然后将定位问题转化为归一化约束总体最

小二乘问题，并通过 Lagrange 函数将其转换为无约束的优化问题，根据定位均方误差最小原则选取加权因子得到

定位解，最后进行了定位误差分析，仿真结果表明了该算法的有效性。 
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Abstract: The regularized constrained total least square algorithm for near space radar network is discussed in this 

paper. Firstly the nonlinear equations about range and angle are transformed into linear equations. The influence 

of error is analyzed by expanding the true range and angle in a first-order Taylor series. Then the location issue is 

transformed into a regularized constrained total least square issue. The Lagrange function is used to transform the 

issue into a non-constrained issue. A proper weight is chosen by the least mean square error rule to obtain the 

location solution. Location accuracy is analyzed. Simulation results show the effectiveness of the algorithm.  
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1  引言  

目前，隐身飞机主要是针对前下方单基雷达的

探测，飞机的上部对雷达波的反射要强得多。近空

间飞行器高度高于隐身飞机，部署在近空间的侦察

器探测范围广，具备全天候、全天时工作能力；另

外，近空间空域具有良好的电磁特性和非常稳定的

气象条件。因此，建立近空间平台的双基雷达探测

网，可充分地利用隐身飞机的前向、侧向、上下反

射的隐身缺陷(其雷达散射截面随视角的变化可达

20~30 dB [1])，通过不同频段的雷达从不同方位照

射隐身飞机，截获的信号由数据处理中心进行数据

融合处理，即使某部雷达受到干扰或不能覆盖某一

区域时，其它雷达也可提供相关信息，从而在公共

覆盖域内获得比单部雷达更多的目标数据，大大提

高对隐身飞机的捕获概率[2, 3]。图 1 为近空间双基雷

                                                        
2010-11-05 收到，2011-03-04 改回 

国家自然科学基金(60772162)和国家“863”高技术研究发展计划项

目(2010AA8090514C)资助课题 

*通信作者：王燊燊  wangshenshen0616@163.com 

达组网探测隐身飞机示意图。 
文献[4]研究了 Taylor 展开和两步最小二乘定

位，文献[5]利用解伪线性方程组并求解二次方程进

行定位，文献[6]提出了一种基于传播算子的双基地

MIMO 雷达快速多目标定位算法，文献 [7]利用

Helmert 方差分量估计完成目标相对位置的迭代求

解。本文以近空间双基雷达网为背景，针对隐身飞

机电磁散射的特点，分析并推导了 T/Rn 体制双基

雷达系统的定位算法，为近空间双基雷达网反隐身

探测与跟踪提供理论基础。 

 

图 1 近空间双基雷达网示意图 
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2  近空间双基雷达网定位算法 

近空间双基雷达网对隐身目标进行探测时，发

射站和接收站均布置在移动平台。设发射站 T 的坐

标为   T[ , , ]T T T Tx y z=x ，接收站 Rk 的坐标为 k =x  
  T[ , , ]k k kx y z ,  1,2, ,k N= ，发射站到目标的距离为

rT ，目标到接收站 Rk的距离为 rk,  1,2, ,k N= ，

其关系如图 2 所示。由于在对隐身目标的探测中，

发射站只起照射作用，各接收站所测得的信息为目

标到发射站与目标到接收站的距离之和以及目标的

方位角，设接收站 Rk测量的距离之和为 *
kρ ，方位角

为 *
kθ ,  1,2, ,k N= 。 

 

图 2 组网双基雷达构成 

这里设目标的真实位置为   T[ , , ]x y z=x ，目标到

发射站与目标到各接收站的距离和的真实值为 kρ ，

目标对各接收站的方位角真实值为 kθ , 1,k =  
2, ,N ，则由几何关系有 

2 2 2

2 2 2
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又由坐标关系易知： 
2 2

2 2 2 2 2 2

T T T

2( ) 2( ) 2( )

           ( ) ( ) ( )

         2( ) ( )

         ( )( ) ( )           (2)

T k k T k T k T

T k T k T k
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令 T T(1/ )( ),k k T T k ke ρ= −x x x x (2/ )(k k kρ=a x  
T)T−x ，则式(2)化为 

T k k kr r e− = +a x             (3) 

由式(1)和式(3)可得 
2k T k kr e ρ− = − −a x            (4) 

由式(1)中的角度信息可知： 
sin cos sin cosk k k k k kx y x yθ θ θ θ− = −    (5) 

令   [sin , cos , 0],k k kθ θ= −c sink k k kd x yθ= −  
cos kθ⋅ ，则式(5)可写为 

k kd=c x                  (6) 

在式(4)中，假定 Tr 为与x 无关的变量，注意到

1,2, ,k N= ，则式(4)和式(6)可转化为线性方程，

令     ，T T T[ , , , ] [ , ]T Tx y z r r= =y x 则式(4)和式(6)写成矩

阵形式为 
=Hy b                  (7) 

其中

T
1 1

,
2 0 2 0

N N⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

a c a c
H 1 1 1[ , ,e dρ= − −b  

T, , ]N N Ne dρ− − 。 

当 2N ≥ 时，式(7)具有最小二乘解。 
T 1 T( )−=y H H H b                (8) 

由于难以得到真实的测量值，常用带噪声的测

量值代替真实值，若仅考虑向量b 的噪声，定位的

最小二乘解为 

( ) 1* * T * * T *( ) ( )
−

=y H H H b         (9) 

但实际上矩阵H 也含有噪声，且此噪声与向量

b 的噪声相关。设接收站 Rk测量的距离和 *
kρ 的测量

噪声为 kn ，方位角噪声为 km ,  1,2, ,k N= ，则有 
* *,  k k k k k kn mρ ρ θ θ= + = +       (10) 

将式(7)中的系数矩阵进行 Taylor 展开并忽略

噪声高阶项可得如下等式： 
 * *

1 2 3 2 1

* *
4

[ , , , ],

                             (11)

N×= + = +

= + = +

H H H H PQ PQ PQ  

b b b b PQ

0
 

其中 2 1N×0 为2N 行 1 列的零向量， 
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从式(11)中可以看出，矩阵 *H 和 *b 所受到的噪

声干扰均来源于噪声向量Q ，则可以将定位问题转

化为如下归一化约束最小二乘问题[8]： 

( )  

 

2 2
2

* *
1 2 3 4

min ,

s.t. ( )

F

x y z

η ⎫⎪+ ⎪⎪⎪⎬⎪⎪− + + + − = ⎪⎪⎭

H b y

H y b P P P P Q 0
(12) 

观察到 1 2 3 4x y z+ + −P P P P 为对角阵且对称可

逆，记 1 2 3 4x y z= + + −yG P P P P ,
2

( ) ,
F

=F y H b  
2
2η+ y ，则由式(12)可得 

 * *− = − yH y b G Q            (13) 

目标函数 ( )F y 可转化为如下形式： 

[ ] [ ]( )
( )

 
2 2

2

T
1 2 3 4 1 2 3 4

T T T T T T
1 1 2 2 3 3 4 4

4
T T T T

1

( )= ,

      =tr , , , , , ,

        = +

             (14)

F

i i
i

η

η

η η
=

+

+ + +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⋅ + = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑

F y H b y

PQ PQ PQ PQ PQ PQ PQ PQ

y y Q P P P P P P P P

Q y y Q P P Q y y

 

记
4 T

1 i ii=
= ∑P P P ，由于 iP 均为对角阵，故P  

为对称对角阵。定义 Lagrange 函数为 
  T * *

T T T * *

( , , ) ( ) ( )

            ( )

L λ λ

η λ

= − − +

= + − − +

y

y

Q y F y H y b G Q

Q PQ y y H y b G Q
 

(15) 

令 / 0L∂ ∂ =Q ，可得 

即T 1 T1
2 , 

2
λ λ−− = =y yPQ G Q P G0     (16) 

将式(16)代入式(13)可得 

( ) ( )−1
 = −2 1 T * *λ − −y yG P G H y b        (17) 

将式(17)代入式(16)可得 

( ) ( )
( )

11 T 1 T * *

1 * *                          (18)

−− −

−

= − −

= − −

y y y

y

Q P G G P G H y b

G H y b
 

再将式(18)代入式(14)中可将目标函数化简为 

( ) ( )
( ) ( )

T* * T 1 * * T

T* * 2 * * T

( )

         (19)

η

η

− −

−

= − − +

= − − +

y y

y

F y H y b G PG H y b y y

H y b G P H y b y y
 

则其梯度为 

* T 2 * *

* * T 3 * *

2( ) ( )

        2( ) ( ) 2η

−

−

∂
∇ = = −

∂
∂

− − − +
∂

y y

y
y
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G
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(20) 

[ ]  
T

T
1 2 3= , , , = , , ,

Tx y z r

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

y y y y yG G G G G
P P P

y
0 (21) 

将式(13)代入式(20)有 
* T 2 * *

T 1

2( ) ( )

        2 2         (22)η

−

−

∇ = −

∂
− +

∂

y y

y
y

F H G P H y b

G
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y

 

注意到 T 1− ∂

∂
y

y

G
Q G P Q

y
为噪声的高阶小项，令 

∇ =F 0，并忽略噪声高阶小项可得式(12)的解为 

( ) 1* T 2 * * T 2 *( ) ( )η
−− −= +y yy H G H I H G b    (23) 

设 d= +y y y ，忽略噪声的二阶小项，结合式

(7)和式(11)可得 

( )
( )

( )

T 2

T 2

T 2

T 2

( ) ( )( ) ( )

     ( )

     ( )

      (24)

d

d d

d d

d d

η

η

−

−

−

−

− − + − −

+ + = − +

− + +

− − − + =

y

y

y

y

H H G P H H y y b b

y y H G P H y Hy b

H G H y y y

H G P H y Hy H y b 0

 

注意到 dH y , 
T
dH y , 

T
H H 和

T
H b 为高阶无

穷小项，将其忽略可得 

( )T 2 ( )d dη− − + + + =yH G P H y Hy b y y 0  (25) 

由式(7)和式(11)可得 
* *( ) y− = − − =Hy b H y b G Q       (26) 

故由式(25)可以得到 

( ) ( )1T 2 T 1d η η
−− −= + −y yy H G PH I H G PQ y  (27) 

由于 2−
yG P 为对角阵，故式(27)中 T 2−

yH G PH  
η+ I 为对称矩阵。考虑到dy为估计值y 与真实值y

之间的偏差，且 T( ) ( )E E= =Q Q 0，为使此偏差最

小，计算其均方误差。 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

TT T 1

2T 2 T 1

T 2T T 1 T 2

2T 1 2 T T 2
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d E d d E

E
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η

η η

−

−− −
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⎡= = −⎢⎣
⎤⋅ + − ⎥⎦

⎡= +⎢⎣
⎤⋅ + +⎥⎦

y

y y

y y

y y

y y y H G PQ y

H G PH I H G PQ y

Q H G P H G PH I

H G P Q y H G PH I y

 

(28) 

选取 η使得 ( )dδ y 取最小值，由于无法得到真实

值，这里用测量值代替，有 

( ){
( ) ( )

( ) }
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T 2T * T 1 * T 2 *

* T 1
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   arg min ( ) ( )

       + ( ) ( ) +
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⎤⋅ ⎥⎦
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y

y

y H G PH I y
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注意到 yG 和P 均为对角阵，则 2−
yG P 为对角

阵，通过计算可知： 
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2
1 1 2 2 1 2diag( , , , , )N Ne e e e−

−= =yG P Λ   (30) 

其中( 1,2, ,k N= )： 
2T T T * 2

2 1 2T T T * 2

* * 2

2 2* *

4( ) ( )+ +( )
=

+2( ) ( )

1 ( cos sin )

( )cos ( )sin
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k
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k k k k
k

k k k k

e
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e

x x y y

ρ

ρ
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−

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− − −⎢ ⎥⎣ ⎦
+ +

=
⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

x x x x x x x x

x x x x x x x
 

对一般情况， * T 2 *( ) −
yH G PH 为 4 4× 的满秩实

对称矩阵，故存在正交矩阵R使其对角化： 

   

* T 2 * T
2

T
1 2 3 4

( )

diag( , , , )s s s s

− =

=

yH G PH R R

R R

Λ
 (31) 

( ) 2* T 2 * T
3( ) η

−− + =yH G PH I R RΛ           (32) 

其 中 3 2 2
1 4

1 1
diag , ,

( ) ( )s sη η

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ + +⎝ ⎠
Λ ， 记 1 =M  

*H R , T *
2 =M R y ，则式(29)化简为 

{ } * T T 2 T
1 1 3 1 1 2 3 2arg min E

η
η η⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦Q M M Q M MΛ Λ Λ Λ

 (33) 

通过式(33)得到 *η ，将 *η 代入式(23)即得到定

位解 ŷ 。但由于在式(7)中假定了 Tr 与x 无关，而实

际上 2 T( ) ( )T T Tr = − −x x x x ，因此需要进行解相关。

由式(27)可得 

( )

( )

( )

1T 2 T 1

1T 2

1T 2

( )

         

                     (34)

E d E η

η η

η η

−− −

−−

−−

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

− +

= − +

y y

y

y

y H G PH I H G PQ

H G PH I y

H G PH I y

 

由于 d= +y y y ，有 

( ) 1T 2

T

( ) ( )

      , , ,                                (35)
Tx y z r

E E d η η

μ μ μ μ

−−= − = + +

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

yy y y y H G PH I y
 

协方差矩阵为 

[ ][ ]{ }
( )

( ) ( )
( )( ) ( )

T

T T

1T 2 T 1

T TT 1 T 2

( ) ( ) ( )

      ( ) ( )

      

         (36)

D E E E

E d d E d E d

D

η

η
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−− −

= − −

= −

= +

⋅ +

y y

y y

y y y y y

y y y y

H G PH I H G P

Q H G P H G PH I

 

其 中 ( )D Q 为 噪 声 Q 的 协 方 差 阵 。 考 虑 到
T T T[ , , , ] [ , ]T Tx y z r r= =y x ，因此通过y 的期望与协

方差矩阵可以得到x 和 Tr 的统计信息。 
设 T T T( )=[ , , , ] =[ , ]

T Tx y z r rE μ μ μ μ μxy μ , 2( )=D xx σ  
2 2 2diag{ , , }x y zσ σ σ= , 2( )

TT rD r σ= ，则似然估计为 

[ ] [ ]{ } 

 

T 2 2 2

2 T

min ( )

s.t. ( ) ( )

T Tr T r

T T T

r

r

σ μ− − ⎫⎪− − + − ⎪⎪⎬⎪= − − ⎪⎪⎭

x x xx x

x x x x

μ σ μ
(37) 

构造 Lagrange 函数： 

[ ] [ ]T 2 2 2

2 T

( , , )= ( )

              ( ) ( )            (38)

T TT r T r

T T T

V r r

r

β σ μ

β

− −− − + −

⎡ ⎤+ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

x x xx x x

x x x x

μ σ μ
 

由 ( , , ) 0TV r β∇ =x x 和 ( , , ) 0
Tr TV r β∇ =x 可得

最终定位解为 

( ) ( )12 2

T22 2

2 2 2 , ,  (39)
1 1 1

T

y T yx T x z T z

x y z

yx z

β β

μ β σμ β σ μ β σ
βσ βσ βσ

−− −= − −

⎡ ⎤−− −⎢ ⎥= ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

x x xx I xσ σ μ

 

其中β 为如下方程的根： 
222 2

2 2 2 21 1 1 1
T

T

ry Tx T z T

x y z r

yx z μμμ μ
βσ βσ βσ βσ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞−− − ⎟⎟ ⎜⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜⎟ ⎟⎜+ + =⎜ ⎜ ⎟⎟⎟ ⎟ ⎜⎜⎜ ⎜ ⎟⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎟− − − + ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

3  仿真分析 

设量测向量为 T
1 1[ , , , , ]N Nρ θ ρ θ=S ，其误差服

从高斯分布。 

( )( )1 1

2 2 2 2~ 0,diag , , , ,
N N

d ρ θ ρ θσ σ σ σS      (40) 

对定位方程式(1)求微分并写成矩阵的形式可

得[9,10] 

d d=S C x                (41) 

其中( 1,2, ,k N= )： 

( ) ( )

( ) ( )

  

  

  

2 1,1 2 1,2

2 1, 3 2 ,1 2 2

2 ,2 2 , 32 2

= , = ,

= + , = ,
+

, 0

k T k T
k k

k T k T

k T k
k k

k T k k

k
k k

k k

x x x x y y y y
r r r r

z z z z y y
r r x x y y

x x

x x y y

− −

−

− − − −
+ +

− − −

− −
−

= =
− + −

C C

C C

C C

则可得 
T 1 T( )d d−=x C C C S             (42) 

则定位协方差矩阵为 
T 1 T T T( ) ( )d dP− −=x SP C C C C C C         (43) 

则定位精度 GDOP 为 
2 2 2GDOP tr( )x y z dσ σ σ= + + = xP      (44) 

仿真条件：以发射站为坐标原点建立坐标系，

则发射站坐标为(0,0,0) km，3 个接收站的坐标分别

为(-60,-60,0) km，(60,-60,0) km，(0,60,0) km，各

个站的距离和角度估计误差分别服从相同方差的正

态分布，并且统计独立。图 3(a)，图 3(b)为 ρσ =  

0.3 km , 1.5 mradθσ = ，高度为 10 km 和 20 km 处

的 GDOP 图，图 3(c)，图 3(d)为 0.2 kmρσ = , 

1 mradθσ = ，高度为 10 km 和 20 km 处的 GDOP

图。 
从图 3 中可以看出，对于同一高度而言，在大

部分区域目标离站越远定位精度越低。在一定高度 
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图 3 GDOP 分布图 

范围内，定位精度随着高度的增加逐步提高，这是

因为文中的定位算法采用目标的距离信息和方位角

信息进行定位，而没有采用仰角。定位精度是由式

(44)确定的，在 x 与 y 坐标相同而 z 坐标(高度)不同

时，GDOP 的值随高度的增加先减小而后增大，近

空间的高度为 20~100 km，一般监视平台的高度应

低于 50 km，在此范围内定位精度随高度的增加而

提高。从图中还可以看出距离和角度估计误差的均

方差越小，定位精度越高。 
现将归一化约束最小二乘算法与最小二乘算法

和总体最小二乘算法进行比较。仍然假设发射站和

接收站的坐标同上，目标的坐标为(100，50，15) km，

对目标进行归一化最小二乘定位，并作 1000 次

Monte-Carlo 仿真，图 4(a)和图 4(b)分别给出了 3
种算法的相对误差与测距均方差和测角均方差的关

系。 
从图 4 可以看出，3 种算法的定位相对误差随 

着测距误差均方差和测角均方差的增加而增大，并 

且归一化约束最小二乘算法的定位精度要高于其他

两种算法，因此本文的算法能有效提高定位精度。

计算量方面，本文方法用到了矩阵的奇异值分解和

求解代数矩阵方程，因此其计算量比另外两种方法

大，可以看出，定位精度的提高是以牺牲计算时间

为代价的，但随着微处理器的发展，运算速度已不

是瓶颈问题，故本方法的应用价值较高。 

4  结论 

本文研究了一种基于归一化约束最小二乘理论

的双基雷达网定位算法，并对其定位精度进行了研

究。仿真结果显示算法的定位精度随着高度的增加

逐步提高，且距离和角度估计误差的均方差越小，

定位精度越高。从 3 种算法的比较中可以看出本文

方法的定位性能优于最小二乘算法和总体最小二乘

算法，能有效控制相对误差。 

 

图 4 3 种定位算法的相对误差 
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