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零空间保局判别本征脸 
楼宋江*    张国印 

(哈尔滨工程大学计算机科学与计算学院  哈尔滨  150001) 

摘  要：本征脸从人脸自身的差别出发，将每一人脸分为脸部共同差别、个体类间差别和个体类内差别，取得了较

好的识别效果。但是它未考虑人脸的流形结构，并且会遇到矩阵的奇异性，即小样本问题。针对这些问题，该文提

出了零空间保局判别本征脸，该算法充分考虑了个体类内差别和个体类间差别，结合流形学习思想并借助于判别准

则使得投影后个体类内之间保持一定的相似性而个体类间之间的区分度有所增加。通过在个体类内保局差异散度矩

阵的零空间中求最优特征向量，避免了矩阵的奇异性问题，解决了小样本问题。在人脸识别上的实验验证了算法的

正确性和有效性。 
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Null Space Locality Preserving Discriminant Intrinsicface 

Lou Song-jiang    Zhang Guo-yin 
 (College of Computer Science and Application, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: Based on the image differences, Intrinsicface is proposed, which divides the face image into three parts, 

common facial differences, intrapersonal differences and individual differences, and shows desirable performance. 

But it does not consider the manifold structure and suffers from the singular problem, which is also called Small 

Sample Size (SSS) problem. To solve these problems, Null Space Locality Preserving Discriminant Intrinsicface 

(NSLPDI) is proposed, which makes full use of intrapersonal differences and individual differences and employs the 

idea of manifold learning so that the similarity in the intra-class is preserved while the separability of samples from 

different classes is enlarged by discriminant criterion. The optimal feature vectors are extracted from the null space 

of intrapersonal locality preserving difference scatter matrix, which avoids the singularity and the SSS problem is 

solved. Experiments on face recognition demonstrate the correctness and effectiveness of the proposed algorithm. 
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1  引言  

人脸识别是用计算机对人脸进行分析，提取有

效特征，再通过分类器进行分类，是模式识别和计

算机视觉中的一个研究热点。在众多算法中，基于

子空间的算法由于计算量小，识别率高而受到较大

的关注。较早的算法有特征脸(eigenfaces)和 fisher
脸(fisherfaces)，它们分别是基于 PCA(Principal 
Component Analysis)[1] 和 LDA(Linear 
Discriminant Analysis)[2]算法。PCA 使得投影后样

本与投影前样本之间的误差最小，因此它被称为是

表征(representation)人脸的最佳方法。而通过 LDA
投影，样本的类间散度和类内散度的比值得到了最

大化，因此它被称为是区分(discrimination)人脸的

有效手段。 
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以上两种方法都假设人脸存在于一个欧式空间

中，但是最近有研究 [3 5]− 表明人脸存在于一个非线性

流形空间中，但是基于流形学习的算法计算量比较

大，而且不能处理新样本，因此不能直接用于人脸

等分类问题。为了解决这一问题，研究者提出了流

形学习的线性化版本，He 等人 [6,7]提出了 LPP 
(Locality Preserving Projection) 算 法 和 NPE 
(Neighborhood Preserving Embedding)算法，文献

[8] 提 出 UDP(Unsupervised Discriminant 
Projection)算法，实验表明它们的识别性能高于原

始的 PCA 和 LDA。原因是此类算法充分考虑了样

本的流形结构，保持了样本的局部性，在用最近邻

分类器的时候表现出了较好的识别率。 
但是这些线性化算法并未考虑或只是部分考虑

样本的差异性，比如文献[9-11]，这里的差异性包括

类内差异和类间差异，这在人脸图像受光照、表情，

姿态等变化较大时，算法的识别率不是很高。针对
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这一问题，文献[12]提出了 Intrinsicface， 该算法充

分考虑了样本之间的差异性，使得投影后，同类样

本的差异散度得到最小化，而不同类的样本之间的

差异散度得到最大化。但是该算法未考虑样本的流

形结构并存在矩阵的奇异值问题。 
人脸识别中，由于样本数往往小于人脸的维数，

因此一般会遇到矩阵的奇异值问题。这方面 LDA 表

现得更为明显，针对 LDA 的奇异性提出了很多算

法。类似地，LPP 中也存在小样本问题 [13 16]− 。总的

来说大致可以分为以下几类：(1)先通过 PCA 进行

降维，也称为 fisher 脸[2]，该算法需 PCA 作为预处

理，使得类内散度矩阵未奇异，而在 PCA 处理的时

候会有信息损失，对后续的分类不利；(2)正则化判

别分析 R DA ( R e g u l a r i z e d  D i s c r i m i n a nt 
Analysis)[17]，它是通过在分母中的 wS 增加一扰动项

Iσ ，使得Sw Iσ+ 为非奇异，但是通过扰动项会带

来更多的随机性和不确定性； (3)MMC(Maximum 
Margin Criterion)[18]，通过类间散度与类内散度差来

实现，从而避免小样本问题，但是文献[19]指出：差

分特征方程的效果没有商特征方程理想；(4)Yu 等 
人 [20] 提出了 DLDA(Direct Linear Discriminant 
Analysis)，该算法考虑了类内散度矩阵的零空间中

所包含的判别信息，但是又丢弃了类间散度矩阵的

零空间；(5)Chen 等人[21]提出了 NLDA(Null Space 
Linear Discriminant Analysis)，该算法在类内散度

矩阵的零空间内寻找最大化类间散度矩阵的最优特

征向量。 
针对本征脸中存在的一些问题，本文提出了零

空间保局判别本征脸(NSLPDI)，在分析的过程中算

法不仅考虑了样本的差异性，又考虑了样本的流形

结构，使得投影后同类样本的差异性变小了，而不

同类样本之间的差异性变大了。在处理过程中借鉴

NLDA 的思想，利用类内保局差异散度矩阵中的零

空间，从而避免了矩阵的奇异性问题。 

2  本征脸 

本征脸将每一人脸分为 3 部分，分别是脸部共

同差别、个体间差别和个体类内差别。其中脸部共

同差别是脸部的共同特点，它是区别人脸与其它事

物的依据；个体间差别是区别不同个体的依据；个

体类内差别是区别同一个个体在不同环境下所获得

图像的依据。本征脸的目标是最大化个体间差别，

最小化个体类内差别。 

假设存在 N 个样本 1 2{ , , , }Nx x x=X ， ix ∈  
DR ，它们分别取自 k 个不同类 1 2, , , kc c c ，每类中 

存在 ( 1,2, , )iN i k= 个样本，很显然有
1

=
k

ii
N N

=∑ 。 

对于原始空间中的第 i 类的第 j 个数据点 i
jx ，寻找一

投影W ，使得 T i
jy x=W ，根据文献[12]，可以对 i

jx

进行分解： 
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这里的 rU 是样本的均值化矩阵在奇异值分解过

程中非零特征值所对应的左正交矩阵，即 
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其中μ是样本均值，即
1
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= ∑ ，r 是 MH 的 

秩，即 rank( )Mr = H 。 
类似地， i

riU 是样本类内均值化矩阵在奇异值分

解过程中非零特征值所对应的左正交矩阵，即 
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其中 iμ 是第 i 类样本的均值，即
1

1 Nii i
jj

x
Ni

μ
=

= ∑ ，ri  

是 i
MH 的秩，即 rank( )i

Mri = H 。 
对于 i

jx ， T( ) i
r r jI x−U U 代表的是人脸共同差别， 

T T( )i i i
r r ri ri jx−U U U U 代表的是个体间差别， T( )i i i

ri ri jxU U
代表的是个体类内差别。 

经过投影后，得到低维数据： 
T T T

T T T T T

( )

   ( ) ( )

i i
j r r j

i i i i i i
r r ri ri j ri ri j

y x x

x x

= = −

+ − +

W W I U U

W U U U U W U U  (4) 

Intrinsicface 的目标是最大化个体间差异散度

和个体类内差异散度之比： 
T
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其中 T
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最后简化为以下广义特征值问题： 

c lλ=S w S w                (8) 

从以上可以看出，Intrincisface 是一种监督化学

习算法，虽然考虑了样本的类别信息和样本的差异

性，但它未考虑样本的流形结构，而文献[3-5]指出

像人脸这种复杂对象更有可能存在于一个低维流形

结构中。为了既考虑样本的差异性，又考虑样本的

流形结构，下一节将介绍保局判别本征脸。 

3  零空间保局判别本征脸 

由本征脸中得到的类间差 cX 和类内差 lX ： 
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为了使同类样本在投影后保持局部性，而不同

类样本在投影后区分度增加，可以通过优化以下两

个目标函数来实现： 
2
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这里的 l ijS 代表的是同类样本之间的相似性，

cijB 代表的是不同类样本之间的差异性，它们的定义

为 
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其中 t 和 σ 为参数。由 l ijS 和 cijB 的定义可以看出，

1l ij ≤S ，也就是它有将同类样本之间的距离缩小的

作用；而 1cijB ≥ ，它有将不同类样本之间的距离扩

大的作用，因此这两点都有利于模式分类。 

为了同时满足 1J 和 2J ，可以优化以下目标函数： 
2
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其中 lL 和 cL 为拉普拉斯矩阵， l l l= −L D S ， c =L  

c c−D B ，而 lD 和 cD 是对角矩阵，并且其对角上的 
元素分别为 l ii l ijj

D S=∑ ， cii cijj
D B=∑ 。 

问题最后归结为以下广义特征值问题： 
T T

c c c l l lλ=X L X W XLX W         (16) 

假设上述方程的 d 个最大特征值为 0 1λ λ≥ ≥  

1dλ −≥ ，并且所对应的特征向量为 0 1 1, , , d−a a a ，

0 1 1[ ]d−=A a a a ，那么可以得到如下映射：

T
i i ix y x→ =A ，A为变换矩阵。 

为方便起见， T
c c c c=S X L X 称为个体类间保局

差异散度， T
l l l l=S X LX 称为个体类内保局差异散

度。 
在人脸识别中，由于样本数N 远远小于样本维

数D ，因此个体类内保局差异散度矩阵是奇异的。

假设 Trank( )l l ls = X LX ，则存在 1 2, , , N s−α α α ，满

足： 
T 0,  1,2, ,l l l i i N s= = −XLX α      (17) 

由 1 2, , , N s−α α α 张成的空间称为 T
l l lX LX 的零

空间，即 
T

1 2Null( ) span{ , , , }l l l N s−=XLX α α α    (18) 

则 T TNull( ) 0i l l l l l l i∀ ∈ ⇒ = ⇒X LX X LXα α  
T T 0i l l l i =X LXα α 成立  

则对于 T
l l lX LX 零空间中的任意一个向量
TNull( )l l l∈ X LXβ ，总能使式(15)取得最大值。换句

话说，在 TNull( )l l lX LX 中，最大化式(15)未必能保

证个体类间保局差异散度 T
c c c c=S X L X 达到最大，

因此应修改目标函数，一种简单的方法是：在
TNull( )l l lX LX 中，最大化以下函数： 

T T
4max c c cJ =W X L X W         (19) 

先对 T
l l lXLX 进行奇异值分解，即 
T [ , ] [ , ]lt ltl l l l l l lt l lt= =XLX U V U U V VΣ Σ    (20) 

其中 T
l l lXLX 的秩为 t ，设 1 1[ , , , , ,l l lt lt+=V v v v  

]Nv ，其中 1, ,l ltv v 是非零特征值所对应的特征向

量，则 T
l l lXLX 的零空间由 1[ , , ]lt N+=Q v v 所张成，

类似 NLDA[21]，先将所有样本从原始空间通过投影

变换 ΤQQ 映射到 T
l l lXLX 的零空间中，则此时的个

体类间散度矩阵变为 
T T T T( )( )c c c c=S QQ X L X QQ       (21) 

然后计算 cS 的特征值和特征向量，假设它的d
个最大特征值所对应的特征向量为 1 2{ , , , }dw w w ，

则最优转换矩阵为 1 2[ , , , ]d=W w w w 。  

4  实验和分析 

为了验证所提算法的正确性，分别选用 ORL 和

YALE 人脸库进行实验分析，在经过上一小节的特

征提取之后，运用最近邻分类器进行分类。实验结

果 与 已 有 经 典 算 法 LPP[6] ， NDLPP[13] 和

Intrinsicface[12]进行比较。 

ORL 人脸库有 40 个人，每人 10 张图片，一共

400 张，图像是在不同时期，不同光线强度下拍摄的，

其中包括姿态、光照和表情的变化。图 1 是取自 ORL

人脸库的第 1 个人的样本。 

Yale 人脸库有 15 人，每人 11 张图片，一共 165
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张，也受表情、光照等因素的变化。图 2是取自YALE
人脸库的第 1 个人的样本。 

 

图 1 ORL 人脸图像的样本 

 

图 2 YALE 人脸图像的样本 

每人分别随机选择 3, 4, 5 幅图像用作训练样

本，其它图像用于测试样本，重复 20 次，最后取平

均值作为识别结果，采用最近邻近分类器进行分类。

实验中 t 和σ 的值定为 5100t = ， 2000σ = 。本文所

提算法与 LPP、NDLPP 和 Intrinsicface 进行比较的

实验结果如表 1，表 2 所示。 
由实验结果可以看出，NDLPP 的识别性能高于

LPP，这是因为 LPP 在处理的时候需要进行 PCA
降维，这势必会失去一些信息，而 NDLPP 充分利

用了保局类内散度矩阵的零空间，能更好地描述样

本的局部信息和提取样本的判别信息。Intrinsicface
的识别率高于 LPP，这是因为 LPP 只考虑了样本的 

表 1 算法在 ORL 人脸库中的识别结果(%) 

训练样本数 LPP NDLPP Intrinsicface NSLPDI 

3 82.1 86.5 85.3 86.9 

4 87.6 89.7 88.6 90.2 

5 89.8 92.3 91.2 93.9 

表 2 算法在 YALE 人脸库中的识别结果(%) 

训练样本数 LPP NDLPP Intrinsicface NSLPDI 

3 73.1 80.4 79.2 82.5 

4 75.6 83.3 82.7 86.6 

5 76.2 86.1 85.4 90.1 

局部性，未考虑样本之间的差异，而 Intrinsicface
通过最小化个体类内差异最大化个体类间差异达到

不同类样本分离的作用。但是它的识别率稍低于

NDLPP，这可能是因为 Intrinsicface 存在小样本问

题，它是通过扰动项解决的，这势必会造成一定的

误差，再说如何确定该扰动项也是一大难题，具有

不确定性。本文所提算法 NSLPDI 在得到个体类内

差异和个体类间差异之后，结合流形学习的思想，

将个体类内保局散度最小化，个体类间保局散度最

大化，并充分利用个体类内保局散度矩阵中的零空

间，有效避免了小样本问题，并且在 ORL 和 Yale
人 脸 库 上 的 识 别 率 高 于 LPP ， NDLPP 和

Intrinsicface。 

5  结束语 

本文提出了零空间保局判别本征脸，该算法考

虑到人脸之间的差异，包括个体类内差异和个体类

间差异，然后结合保局算法的思想，使得个体类内

能保持局部性，借助于判别准则，将个体类间保局

散度最大化，因此不同类样本之间的区分度有所增

加，在人脸识别上表现出较好的性能。但是也存在

一些问题，比如如何确定参数σ 和 t ，还有算法只考

虑了个体类内保局散度矩阵的零空间，它的主空间

(range space)中也存在一些判别信息，因此既考虑

类内保局散度矩阵的零空间，又考虑它非零空间的

双子空间的保局判别本征脸是我们以后的研究方

向。 
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