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AWE 在双负媒质宽频散射分析中的应用 
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摘  要：该文旨在利用渐近波形估计(AWE)技术来研究双负媒质(DNG)的电磁散射特性。文章首先从双负媒质

(DNG)的本构关系出发，推导出 DNG 的 PMCHWT 方程，从而解出单频率入射波下的电流和雷达散射截面(RCS)；

通过对阻抗矩阵元素的处理，实现了阻抗元素高阶导数的求解，成功的将 AWE 技术应用于 DNG 宽频电磁计算领

域。计算实例表明：AWE 计算的结果能很好地逼近精确解，同时大大提高了计算效率。 
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Abstract: In this paper, the Asymptotic Waveform Evaluation (AWE) technique is applied to study 

electromagnetic scattering analysis of Double-NeGative (DNG) medium. The PMCHWT equation of the DNG is 

deduced based on its constitutive relationship. And the surface currents and Radar Cross Section (RCS) at a single 

frequency point is computed; In order to achieve high-order derivation work, impedance matrix elements are 

managed. Then the AWE technique is applied to obtain broadband RCS frequency response of the DNG. A good 

agreement can be seen between AWE and the exact solution. The computational efficiency is improved 

significantly. 
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1  引言  

矩量法(MOM)是求解电磁场问题的有效数值

方法[1]，然其生成了稠密的阻抗矩阵，求解电磁场问

题占用了大量的 CPU 时间。特别是获取一个宽频响

应时，矩量法需逐点计算，其弊端更加凸显，一定

程度上限制了矩量法的发展。而渐进波形估计

(AWE)技术[2]能有效克服矩量法的这种弱点，其主

要思想为：首先对感应电流在中心频率点进行泰勒

展开，再利用 Padé 逼近来获得更宽范围的频率响

应，从而求出更宽频段内的雷达散射截面(RCS)。 
双负媒质(DNG)是介电常数和磁导率均为负数
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的人工复合材料，也称为左手材料。双负媒质具有

很多奇异的特性，如光的负折射率，反多普勒效应，

反切仑科夫辐射等，在电磁学,光学和材料领域有着

巨大的应用前景 [3 5]− ，其电磁散射特性的分析已成

为当前研究的热点之一[6,7]。 
应用矩量法求解双负媒质电磁散射问题时可以

获得较高的计算精度。然而由于双负媒一般是一种

色散媒质，即其介电常数和磁导率随频率改变，因

此当采用基于矩量法的AWE技术对其进行分析时，

鉴于其阻抗矩阵的复杂性，特别是其高阶导数求解

的复杂性，以至于鲜见此方面的相关报道。本文以

Drude 模型[8,9]对双负媒质进行描述， 提出了一种阻

抗矩阵元素分化求导的方法，实现了其高阶阻抗矩

阵导数的计算，从而将 AWE 技术成功应用于双负

媒质的宽频响应分析。通过对不同形状散射体的数

值模拟，并将计算结果与解析解、矩量法逐点计算

的结果进行了比较，验证了算法的有效性。 
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2  理论推导 

2.1 双负媒质的 PMCHWT 方程 
本文研究了基于 Drude 色散模型下的双负媒质

的电磁散射特性，在 Drude 色散模型中，电磁参数

描述为 
2
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其中 0ε , 0μ 是真空中的介电常数和磁导率， ( )ε ω , 
( )μ ω 是双负媒质的电介电常数和磁介电常数， eω , 

mω 分别为电等离子体和磁等离子体的振荡频率，

eΓ , mΓ 分别为电等离子体和磁等离子体的电子碰撞

频率，其中 ε ,μ都是关于频率的复变量函数。 
如图 1 所示，TMz 平面波垂直入射到双负媒质

散射体上，利用等效原理将此散射问题等效两个区

域，记散射体外等效的区域为 0 区，散射体内等效

的区域为 1 区，那么双负媒质的 PMCHWT 方程[10]

如下： 
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其中 /i i iη μ ε= ， inc( )E r 为入射场，J ，M 为目

标表面感应电、磁流， 0L ， 0K 是 0 区的积分算子，

1L ， 1K 是 1 区的积分算子。积分算子L，K 定义

如下： 
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式(4)中的 i 分别取 0 和 1，分别对应 0 区和 1 区的积

分算子表达式。 

如图 1 所示外部源边界记为 outS ，内部源边界

记为 inS 。在散射体内问题中，入射场为零。利用边

界条件 

in outJM JM= −             (5) 

 

图 1 双负媒质散射问题模型 

inJM 和 outJM 分别代表内、外部的总电流或磁流，

联立式(3)-式(5)，采用迦略金方法得到双负媒质

PMCHWT 方程的矩量法解。 
inc,( ) ,i iL K a< + > =< >EΛ Λ Λ     (6) 

这里Λ是定义在双负媒质边界的基函数，a 为未知

电流和磁流展开系数。在 2 维问题中，展开函数选

用脉冲基函数，测试函数选狄拉克 δ 函数。通过特

殊的处理，式(6)可以简化为 
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其中Z是双负媒质阻抗矩阵， I 是电流，J ,M 分

别是感应电流和感应磁流，V 是激励向量， 0A ， 0B
分别是外等效时电流阻抗矩阵和磁流阻抗矩阵，

0C , 0D 分别是内等效时电流阻抗矩阵和磁流阻抗矩

阵。 
2.2 渐近波形估计(AWE)技术 

应用矩量法求解式(6)每次只能获得一个频率

点的解，为获得其宽频带解 AWE 技术首先对感应

电流 ( )I k 实施 Taylor 展开： 

0 0
0

( ) [ ( )]( )i i

i

I k c k k k
∞

=

= −∑                     (8) 

1 ( )0 0
0 0 0

1

( ) ( )
( ) [ ( )] ( )

! !

i li
i i lm mn

mn
l

V k Z k
c k Z k I k

i l
− −

=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ (9) 

其中 0( )ic k 为 Taylor 展开系数， 0( )i
mV k 和 0( )l

mnZ k 分

别是激励向量的第 i 阶导数和阻抗矩阵的第 l 阶导

数，这样在理论上，通过泰勒级数近似可以准确得

到在 0k 附近的宽频电流 ( )I k 。为了获得更宽频带的

电流，通过 Padé 逼近拓展有效计算带宽 
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L ，M 是 Padé 逼近阶数。联立式(8)和式(10)整理，

对比 0( )k k− 同类项系数可得系数 l
na ， m

nb 。从而可

以计算出任意频点的极化电流和 RCS。从上面的推

导，可以清楚看到，AWE 技术矩阵的求逆次数只有

一次，特别对双负媒质而言，由于阻抗矩阵元素的

复杂性，避免了矩量法多次求逆的弊端，将大幅提

高计算效率。 
2.3 2 维散射体的阻抗矩阵及阻抗元素求导 

从 DNG 媒质的 PMCHWT 方程的推导过程可

以清楚看出，DNG 媒质的阻抗元素在外等效时和普

通介质目标没有区别，因此本文对外等效阻抗矩阵

0A 和 0B 不作讨论。在本文主要研究内等效时的阻

抗矩阵 0C 和 0D 。下面是内等效时阻抗元素的具体

表达式： 
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其中 1η 为 DNG 媒质内波阻抗， 0η 为真空中波阻抗，

1k 为 DNG 媒质中的波数， CΔ 为离散步长，r 为 

场点和源点距离，n 为电流元的单位外法向矢量， re  
为场点至源点的单位矢量。 

由于 ε 、 μ 都是关于频率的复杂函数，如果将

DNG 媒质的本构关系式代入到阻抗元素表达式后，

直接对阻抗元素进行求导，求导工作将非常繁琐，

高阶导数将很难实现。本文采用以下处理：令

0 1 0( / )( 1/4)g k Cη η= Δ ， 0 (1 ( 2/ )ln( 1 /h j k dlπ γ= −  
(4 ))e ， (1) (2)

0 0 0( ( 1 ) ( 1 ))p H k r jH k r= − 。然后利用组合

的思想对阻抗元素进行求导，从而简化了求导的复

杂过程。得出阻抗元素及其各阶导数的矩阵表达如

下： 
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其中 ig ， ih ， ip ， iC ( 1,2, ,7i = )分别是 0g ， 0h ，

0p ， 0C 的 i 阶导数。同理可以对磁流阻抗矩阵

0( , )D m n 进行求导。 

3  计算结果与分析 

在本文算例中，泰勒级数取为 7 阶，Padé 逼近

取(L=4，M=3)，矩量法计算步长 0.1 GHz，AWE
计算步长 0.01 GHz，离散步长 /10C λΔ = 。 

算例 1  半径为 3 mma = 的 DNG 媒质的无限

长圆柱，在 TM 平面波垂直照射下，DNG 媒质参数

分别取 0,e mΓ Γ= = 9266.5 10  rad/se mω ω= = × 和
910 10  Hze mΓ Γ= = × ， 9266.5 10e mω ω= = ×  

rad/s ；计算频带分别为 18 GHz~22 GHz 和 8 
GHz~12 GHz，中心频率分别 20 GHz 和 10 GHz；
解析解、矩量法和 AWE 计算的 RCS 对比如图 2 和

图 3。 
算例 2  边长 a=1 mm 双负媒质 2 维方柱，在

TM 高斯脉冲平面波垂直照射下，矩量法和 AWE
计算的 RCS 对比。计算频带在 8 GHz~12 GHz，中

心频率在 10 GHz，双负媒质参数分别取 e mΓ Γ=  
90, 266.5 10  rad/se mω ω= = = × 和 10e mΓ Γ= =  

9 910  Hz, 266.5 10  rad/se mω ω× = = × 。计算结果如

图 4 和图 5。 
从图 2-图 5 的计算结果可以清晰看出：AWE

技术能很好逼近双负媒质的 MOM 逐点计算解；泰

勒级数展开和 Padé 逼近都在一定的频带内和矩量

法解相吻合，但 Padé 逼近比泰勒展开近似频带更

宽，与理论分析相一致，达到了预期的效果。表 1
表明 AWE 能更有效计算双负媒质的宽频 RCS 频率

响应，计算效率比矩量法逐点计算大大提高。 

4  结论 

本文利用 AWE 计算了 DNG 媒质的宽带 RCS
频率响应，研究了 DNG 媒质在给定频段电磁散射 
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图 2 双负媒质圆柱 RCS 比较( e mΓ Γ=                    图 3 双负媒质圆柱 RCS 比较( e mΓ Γ=  
90, 266.5 10  rad/se mω ω= = = × )                 9 910 10  Hz, 266.5 10  rad/se mω ω= × = = × ) 

 

图 4 双负媒质方柱 RCS 比较( e mΓ Γ=                     图 5 双负媒质方柱 RCS 对比较( e mΓ Γ=  
90, 266.5 10  rad/se mω ω= = = × )                    9 910 10  Hz, 266.5 10  rad/se mω ω= × = = × ) 

 

表 1 MOM 和 AWE 计算效率对照表 

 图 2 图 3 图 4 图 5 

MOM 耗时(s) 810.454 987.60 335.39 384.16 

AWE 耗时(s) 120.78 130.13 ..47.10 48.12 

提高倍数  6.7  7.6  7.1 ... 8.0 

 
特性。首先推导了基于 Drude 模型 DNG 媒质的

PMCHWT 方程，然后利用 PMCHWT 方程计算出

单频率的极化电流，再进行泰勒展开，计算出宽频

率的极化电流，Padé 逼近进一步拓宽有效计算的频

带，最后计算出宽频带的 RCS 频率响应。计算实例

表明，AWE 比 MOM 计算效率更高。利用组合思

想分化求导繁琐过程，精确计算了阻抗矩阵元素的

高阶导数。 
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