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一种非等间距线阵的 DOA 估计方法 
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摘  要：针对非等间距线阵测向中的测向精度和相位模糊之间的矛盾，该文提出了一种基于四阶累积量的波达角

(DOA)估计算法。该算法利用基线间的参差关系解相位模糊，以突破 VESPA 算法中参考阵元间距不大于半波长的

限制，从而有效地提高了测向精度。依靠导向矢量、累积量矩阵特征值以及其对应的特征向量三者之间的关系，该

算法实现了各基线的相位差与信号源的配对。仿真实验验证了该算法的有效性。 
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A Method of Estimation DOA for Non-uniform Linear Array 

Shao Hua    Su Wei-min    Gu Hong 

(School of Electronic Engineering and Optoelectronic Technology, Nanjing University of Science and Technology,  

Nanjing 210094, China)  

Abstract: A fourth-order cumulant-based DOA estimation method is presented, considering contradictions 

between direction finding precision and phase ambiguity in using non-uniform linear array to estimate the 

Direction Of Arrival (DOA). The new algorithm uses baseline ratio to solve ambiguity, and the constrain that the 

length of the displacement vectors joining the reference sensors must be less than half-wavelength of the signal is 

not need, thus accuracy of direction finding is effectively improved. According to the tripartite relationship among 

steering vector, the eigenvalues of the cumulant matrices and the eigenvectors corresponding to the eigenvalues, the 

phase differences of each baselines and the signals are automatically paired in the algorithm. The performance of 

the algorithm is effectively demonstrated with simulation. 
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Modulo conversion 

1  引言  

近几十年，超分辨谱估计算法已有很多行之有

效的方法被提出，例如MUSIC[1]等算法，但大多数

空间谱估计算法都是针对等距均匀线阵进行讨论。

基 于 四 阶 累 积 量 的 VESPA(Virtual-ESPRIT 
Algorithm)[2,3]算法根据四阶累积量的阵列扩展性

质，构造与原阵列结构相同的虚拟阵列，并利用原

阵列与虚拟阵列间的旋转不变关系进行测向。由于

VESPA算法对非参考阵元几何结构没有要求，适合

于非等间距线阵，同时又具有抑制高斯噪声的能力

和阵列扩展性质，因此受到广泛关注。但VESPA算

法要求参考阵元间距(原阵列参考阵元和虚拟阵列

参考阵元之间的间距)不大于信号半波长。天线单元

口径决定了天线的增益，天线单元间距的限制影响
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天线单元增益的设计。天线阵的口径决定了方向估

计的精度，而大的合成孔径和半波长间距有矛盾[4]。

针对测向精度和测向模糊这一矛盾，国内外发展了

较多的解模糊方法 [4 9]− ，其中模转换测向[9]方法通过

设计特定几何结构的天线，利用阵元间距的比例关

系实现解模糊，且设计合理的天线几何结构能使得

系统容差较大。 
本文正是结合以上两种测向算法，提出了一种

基于四阶累积量的非等间距线阵信号估计的方法—

—基于模转换的 VESPA 测向算法。该算法即允许

参考阵元间距大于信号半波长，以提高测向精度和

阵列的可实现性，同时又不去除 VESPA 算法的高

斯噪声抑制能力，设计合理的天线结构，系统容差

较大的特点也能得到保留。文中给出了具体的算法，

通过计算机仿真验证了算法的可行性。 

2  问题模型 

如图 1 所示，线阵由 1M + 个全向阵元组成， 
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图 1 模转换天线几何结构示意图 

各相邻两阵元的基线长为 0 1, , ,D D 1MD − ，其中基线

0D 最长，且各基线满足如下比例关系 

0/ / ,  1, , 1k k kD D P Q k M= = −        (1) 

其中 kP 和 kQ 为互质的正整数，并且 1 2Q Q< <  

1MQ −< 。两个正整数互质，它们的最大公约数为 1。 
假设P 个非高斯、独立、窄带远场信号源投射

到图 1 所示的线阵上，信源方向为 iθ ， 1,2, ,i P= ，

信源互不相关，且与噪声不相关，噪声为平稳、时

间和空间都不相关的高斯白噪声。阵列输出的矩阵

形式为 [4 6,9]−  

( ) ( ) ( )t t t= +r As n    (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )0 1[ , , , ]Mt r t r t r t Τ=r ， 1[ ( ), ,θ=A a  
( )]Pθa ， 0, 1,( ) [exp( ), , exp( )]i i M ij jθ ψ ψ −= − −a ， ( )ts  

( ) ( )1[ , , ]Ps t s t Τ= ， ( ) ( ) ( )0[ , , ]Mt n t n t Τ=n 。 ,k iψ 表

示第 i 个信号源在第 k 个基线上形成的相位差，

( )is t 是 iθ 方向上的信号源， ( )mn t 为第m 个阵元上

的接收噪声，为表达简洁，后面的表达式均去掉时

间 t 。在远场窄带的假设条件下，基线 kD 的相邻两

阵元对 iθ 方向的响应相位差为 

, 2 ( / )sink i k iDψ π λ θ= ， 0,1, , 1k M= − ， 1, ,i P=

   (3) 

其中λ为信号波长， ,k iψ 的测量值 ,k iφ 可表示为 

, , mod2k i k iφ ψ π= ， ( ], ,k iφ π π∈ −  

即 

, , ,2k i k i k iKψ φ π= +                    (4) 

其中 ,k iK 是整数，它表示 ,k iψ 的模糊数。 ,k iψ 和 ,k iφ 可

分别写成如下矩阵形式 

[ ]T0 1, , , ,k M−=ψ ψ ψ ψ                (5a) 

,1 ,2 ,[ , , , ],  0,1, , 1k k k k P k Mψ ψ ψ= = −ψ   (5b) 

[ ]T0 1, , , ,k M−=Θ Θ Θ Θ                (5c) 

,1 ,2 ,[ , , , ]k k k k Pφ φ φ=Θ ， 0,1, , 1k M= −   (5d) 

3  基于模转换的 VESPA 测向算法 

根据以上的问题模型及假设条件，当参考阵元

间距大于信号半波长时，VESPA[2]算法只能得到模

糊的相位差Θ，估计的 DOA 具有模糊性，但采用

图 1 所示的天线结构及模转换算法可解测向模糊。

基于模转换的 VESPA 测向算法就是根据这一想法

提出的。 
3.1 VESPA 算法估计相位差Θ  

假设第 1m ， 2m ， 3m 和 4m 阵元的复测量值分别

为
1mr ，

2mr ，
3mr 和

4mr ，由四阶累积量的定义及其 

性质 [ 1 0 , 1 1 ] 可得
1 2 3 4 4,1

cum( , , , )
i

P
m m m m si
r r r r γ∗ ∗

=
= ∑  

1 2 3 4
exp[ ( )]m m m mj ψ ψ ψ ψ⋅ − ⋅ − + − ，其中 4, is

γ 为第 i  

个信号源的四阶累积量，即 4, cum( , , , )
is i i i is s s sγ ∗ ∗= 。 

为方便后续测量相位差与信号源的匹配，选择

任意相邻的 3 阵元m ， 1m + 和 2m + 作为参考阵

元， { }0,1,2, , 2m M∈ − ，称参考阵元m ， 1m + 和

2m + 为一个参考阵元组，记为 ( ), 1, 2m m m+ + ，

定义如下的累积量矩阵： 

( )

( ) ( )

H
1 1

H
4,

1

cum , , ,

    
i

m m m

P

s i i
i

r r

γ θ θ

∗
+ +

Η

=

=

= ⋅ ⋅ =∑

C r r

a a ADA     (6a) 

( )

( ) ( ) ( )

H
1 1

H
4,

1

H

cum , , ,

i

m m m

P

s m i i i
i

m

r r

aγ θ θ θ

∗
+ +

=

=

⎡ ⎤= ⋅ ⊗ ⋅⎣ ⎦

=

∑

C r r

a a

A DAΦ   (6b) 

( )

( ) ( ) ( )

H
2 1 2

H
4, 1

1

1

cum , , ,

i

m m m

P

s m i i i
i

m

r r

aγ θ θ θ

∗
+ + +

+
=

Η
+

=

⎡ ⎤= ⋅ ⊗ ⋅⎣ ⎦

=

∑

C r r

a a

A DAΦ  (6c) 
TT T T

1 2, ,m m m+ +
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦C C C C                 (6d) 

其中 

14, 4,diag , ,
Ps sγ γ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦D                 (7) 

,1 ,diag , ,m m Pj j
m e eψ ψ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦Φ         (8) 

1,1 1,
1 diag , ,m m Pj j

m e eψ ψ+ +
+

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦Φ           (9) 

A和D的秩均为P ，故满足 VESPA 算法的条件[2]。

由四阶累积量的阵列扩展特性及导向矢量 ( )m iθa  

( )iθ⊗a 可知，式(6b)构造了一个与原阵列结构相同

的虚拟阵列，且与原阵列的间距为 mD 。同理可得，

式(6c)也构造一个与原阵列结构相同、间距为 1mD +

的虚拟阵列。图 2 给出了原阵列与虚拟阵列的结构

示意图，其中实线表示真实阵列，虚线表虚拟阵列，

实心圆表示真实阵元，空心圆表示虚拟阵元，虚拟 
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图 2 原阵列与虚拟阵列几何结构示意图 

阵列 1和虚拟阵列 2分别为式(6b)和式(6c)的扩展阵

列。 
结合式(6)和图 2，可以看出，式(6a)-式(6c)分

别表示了真实阵列输出的自相关矩阵、真实阵列与

虚拟阵列 1 输出的互相关矩阵、真实阵列与虚拟阵

列 2 输出的互相关矩阵。正因为原阵列与两个虚拟

阵列均满足旋转不变关系，所以我们可以对累积量

矩阵C 进行 SVD(奇异值分解)来求相位差。矩阵C
经 SVD 后可得一组特征向量，其中大特征值对应的

特征向量张成的信号子空间 sE 为 
T

T T T
1 2s m m m+ +

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦E E E E        (10a) 

大特征值对应的特征向量和各子阵的方向矢量张成

的空间为同一信号子空间[2]，即 
{ } { }1 2 1span , , =span , ,s m m m m m+ + +=E E E E A A AΦ Φ  

 (10b) 

相同子空间的不同向量组之间可进行线性转化，故

将式(10b)写成 

1

12

m

s m m

mm

+

++

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

E A

E E A T

AE

Φ

Φ

       (10c) 

其中T 是可逆矩阵。令 1
m m

−=B T TΦ ， 1m+ =B  
1

1m
−

+T TΦ ，由式(10c)可得 

1m m m+ =E E B                  (11) 

2 1m m m+ +=E E B                 (12) 

对 mB 进行特征分解可得到矩阵T和 mΦ 。同理，

1m+B 的特征分解也能给出T 和 1m+Φ 。因为 mB 和

1m+B 分别进行特征分解，所以矩阵T中的特征向量

顺序具有任意性，故这两个特征向量并不一定相等，

为了便于区分，分别记它们为 mT 和 1m+T 。为了求 0Θ
的模糊数，需要先进行所有测量相位差与信号源的

关联，但 mΦ 和 1m+Φ 中特征值的顺序也具有任意性，

故需要对 mΦ 和 1m+Φ 中的特征值进行匹配。由矩阵

知识可知，特征值与其对应的特征向量顺序相同，

故 mΦ 和 1m+Φ 中特征值的匹配转化为 mT 和 1m+T 中

特征向量的匹配。假设 mt 和 1m+t 分别为 mT 和 1m+T
中任意特征向量，若 mt 和 1m+t 关联， 即 1 1m m

Η
+ =t t ，

则它们对应相同信号源，否则 H
1 2 1<t t 。因此，矩阵

H
1m m+=G T T 中元素 1的位置可实现 mΦ 和 1m+Φ 中特

征值的匹配。例如，若 { }
1 2, 1i ig = =G 为矩阵G中

第 1i 行、第 2i 列的元素，则由元素 g 的位置可知，

1 1( , )m i iΦ 和 1 2 2( , )m i i+Φ 相匹配， mΦ 和 1m+Φ 中其它特

征值的匹配也可以类似得出。在非理想情况下，选

择最接近 1 的元素位置作为匹配标准。根据式(8)、
式(9)，及 mΦ 和 1m+Φ 的匹配顺序，可得关联后的测

量相位差 mΘ 和 1m+Θ 。 
上文仅给出相邻两组测量相位差的求取和匹

配，下面讨论相邻数为 3 的情况，更一般的情况可

以类推。假设阵元m ， 1m + ， 2m + 和 3m + 为相

邻的四阵元，首先将其分成两个参考阵元组 ( ,m m  

1, 2)m+ + 和( )1, 2, 3m m m+ + + ，然后分别运用相

邻数为 2 时的计算和匹配方法，得到两组测量相位

差( mΘ ， 1m+Θ )和( 1m+Θ ， 2m+Θ )，最后以 1m+Θ 为

标准，实现 mΘ ， 1m+Θ 和 2m+Θ 的匹配。当参考阵元

间距大于信号半波长时，得到的Θ是模糊的，需要

解模糊算法。 
3.2 模转换解Θ0 的模糊 

假设来波方向为 iθ 的信号源在各基线上对应的

测量相位差为 T
0, 1,[ , , ]i i M iφ φ −=Θ ， { }1, ,i P∈ ，

天线的测角范围为 max max[ , ]θ θ− ，其中 max0 θ≤  

/2π< 。当式(4)中的 0k = 时，由式(4)可得 

0, 0, 0,2i i iKψ φ π= + ,  0,iφ π≤        (13) 

其中 0,iK 取整数。根据式(13)，当 ( ]0, ,iψ π π∈ − 时，

其模糊值 0, 0iK = ，即 0,iψ 的不模糊范围是 2π，令

prod,0 2 /(2 ) 1V π π= = ，称 prod,0V 为 0,iψ 的模。结合式

(3)和式(13)， 0,iK 的取值范围是 0, ,max 0, ,max[ , ]i iK K− ，

最大模糊值 0, ,maxiK 可根据式(14)计算得出  

0, ,max 0 max( / )sin 0.5iK D λ θ= +       (14) 

同理，将 0k = 代入式(3)，得 

0,1

0

sin
2 1

i
i

D

ψ λ
θ

π
−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⋅⎝ ⎠
              (15) 

其中 iθ 为 iθ 的估计值。由式(15)及 0,iψ 的无模糊范围

可计算出 iθ 的无模糊范围 ,0 ,0( , ]i iθ θ− ，其中 ,0iθ =  

( )1
0sin /(2 )Dλ− 。当 0 /2D λ> 时， iθ 无模糊范围往往

小于测角范围，其实质是 0,iψ 的模较小，下面的表达

式给出了扩大 0,iψ 模的算法。根据式(1)和式(4)，可

得如下关系式 

{ }

, , ,

0, 0, , 1 prod, 1 0, , 1

2

2

     ,   1, , 1

m i m i m i

i i m m i m

m

m

K

V K

P
m M

Q

ψ φ π

ψ φ π− − −

+
=

+

= = −    (16) 

其中 
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0, 0, , 1 prod, 1 0, , 12i i m m i mV Kψ φ π− − −= +       (17a) 

prod, 1 1 prod, 2 1 0m m m mV V V V V− − − −= =    (17b) 

( )prod, 1GCD ,
m

m
m m

Q
V

V Q−

=             (17c) 

0, , 1 prod, 1i m mVφ π− −≤             (17d) 

0
0, , 1 max

prod, 1

sin 0.5i m
m

D
K

V
θ

λ−
−

≤ +      (17e) 

( )GCD ,a b 表示a 和b 的最大公约数， prod, 1mV − 为第

1m − 次迭代后 0,iψ 的模， 0, ,0 0,i iK K= 。从式(16)和
式(17)可以看出，利用基线之间的比例关系可逐步

扩大 0,iψ 的模，例如， 0V 扩大到 1 0VV ， 1 0VV 再扩大

到 2 1 0VVV 。相应地， iθ 的不模糊范围也随之扩大，

直到与测角范围相同时，就相当于无模糊测向。相

反， 0,iψ 的模糊数随 0,iψ 模的扩大而逐步减小，当式

(17d)右边小于 1 时，模糊数 0, , 1i mK − 只能取零，即

0, 0, , 1i i mψ φ −= ，这就是模转换解模糊的思想。如图 3
给出了本文解模糊算法的示意图，不同的虚线所包

围的区域代表扩大后的无模糊角度范围，实线表示

的测角范围是 -90 ~ 90 ，从图中可以看出，初始

不模糊区域最小，依据式(16)进行迭代，逐步扩大

不模糊区域直至第 3 次迭代后与测角范围相同，实

现无模糊测向。 

 

图 3 不模糊区域扩大示意图 

(E0是模为 1 时的初始不模糊区域，E1-E 3分别为第 1 次-第 3 次迭

代后的不模糊区域，其中第 3 次所扩大的不模糊区域与实线表示的

测角范围一致，从而实现无模糊测向) 

综上所述，基于模转换的 VESPA 测向算法由

以下 3 个步骤组成： 
(1)基于图 1所示的天线结构，给定信号个数P ，

由所求测量相位差选择参考阵元组，依次运用

VESPA 算法估计出所有测量相位差Θ。 
(2)利用相同信号源在各基线上形成的相位差

对应同一信号空间，在Θ中匹配各信号源所对应的

测量相位差。 
(3)针对每个信号源，通过匹配后的M 个测量相

位差和模转换解模糊方法求出其波达方向。 

4  仿真及结果分析 

仿真 1  为了评估以上算法的性能，设计了图 4

中的两种天线，其中天线a 为 5 阵元模转换结构天

线，各阵元以阵元 4 为基准，且线性分布在其两边，

各基线长度分别为 4λ ，2λ，λ，1.5λ ，可以看出，

基线长度的比例关系满足解模糊要求；天线b 是天

线a 的对比天线，阵元 1 和阵元 2 为其参考阵元，

阵元间距为 0.5λ，满足 VESPA 算法要求。天线a 和

天线b 分别用于本文算法和 VESPA 测向算法，其工

作频率均在 1.2-1.4 GHz，阵元均为全向天线。假设

存在 3 个非高斯、独立窄带远场信号源投射到这两

个天线上，信源方向分别为 0 ，15 和 30 ，信源

互不相关，且与噪声独立，噪声为平稳、时间和空

间都不相关的高斯白噪声。对于测量噪声，3 个信

号源有相同的信噪比，信噪比取值为 0-20 dB，取

值步长为 5 dB，每次独立仿真采用 2000 次快拍数

据，独立重复 200 次 Monte-Carlo 试验，可以得到

RMSE 和 SNR 的关系曲线，如图 5 所示，其中图

5(a)和图 5(b)分别为 VESPA 算法和本文算法得到

的估计 DOA 的均方根误差曲线。从图中可以看出，

随着 SNR 的增大，均方根误差随之减小，测向精度

提高，且信噪比相同时，DOA 越大，估计精度越低，

这一点正好验证式(19)中 DOA 估计的均方根误差

与 DOA 成反比的关系。比较图 5(a)和图 5(b)，可

以看出本文算法的测向性能明显优于 VESPA 算法

的测向性能。 

 

图 4 天线几何结构示意图 

仿真 2  为了得到仿真 1 中的正确解模糊概率

和 SNR 的关系，假设 30 方向的单信源投射到天线

a 上，SNR 的取值范围为-6~ 20 dB，取值步长为 2 
dB，独立重复 1000 次 Monte-Carlo 试验，得到本

文算法正确解模糊的概率和 SNR 的关系曲线，如图

6 所示。从图中可以看出，当SNR 2 dB≥− 时，正

确解模糊的概率为 100%，SNR 2 dB<− 时，存在

解模糊错误。 
由仿真 2 可知，当SNR 0 dB≥ 时本文算法能实

现完全解模糊，即已求出无模糊相位差ψ ，重写式

(3) 
2 ( / )sinDψ π λ θ=           (18) 

假设其它条件理想，仅考虑ψ 和 θ 的误差，对 
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图 5 两种测向算法的估计方差与 SNR 的关系曲线          图 6 本文算法正确解模糊的概率和 SNR 的关系曲线 

式(18)两边求导，取标准差后得 

2 cosD
ψ

θ

λσ
σ

π θ
=             (19) 

其中 θσ 和 ψσ 分别为 θ 和ψ 的均方根误差。从式(19)
可知，在其它条件相同的情况下，前述两种算法的

测向均方根误差之比与参考阵元间距比成倒数关

系。又由图 5 可知，两种算法的 DOA 均方根误差

之比近似等于 8，因此，仿真 1 中本文算法性能优

于 VESPA 算法的原因在于参考阵元间距扩大了 8
倍。 

5  结束语 

本文首次将模转换和 VESPA 测向方法结合突

破 VESPA 方法中参考阵元间距必须为半波长的限

制，扩大了阵列孔径，提高了目标信号方向估计精

度。通过仿真验证了该算法的有效性，并分析了本

文算法测向性能优于 VESPA 测向性能的原因。本

文只给出了 1 维 DOA 情况，它也可以简单类推到 2
维测向。 
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