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图像恢复的小波域加速 Landweber 迭代阈值方法 
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摘  要：该文利用对忠诚项的二次逼近方法，提出了一种小波域加速 Landweber 迭代阈值算法。该算法的每次迭

代是对前两次迭代结果的线性组合做阈值处理。与标准的迭代阈值算法相比，该方法收敛速度更快。由于参数的

可选择性，新算法更有灵活性。数值实验表明新算法能够有效地提高恢复图像的质量，是一种行之有效的图像恢

复方法。 
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Abstract: An accelerated Landweber iterative thresholding algorithm in wavelet domain is proposed by using 

quadratic approximation of the fidelity term. In this algprithm, each iterate depends on a linear combination of 

the previous two iterates. Comparing with the standard iterative thresholding algorithm, the proposed algorithm 

is more effective and more flexible due to the alternatives of parameter. The numerical experiments show that the 

algorithm can improve the quality of the restored image effectively. 
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1  引言  

图像恢复是图像处理中 基本的问题之一。其

目标是由观测到的退化图像重建原来的图像。从数

学的角度出发，图像恢复问题是一个不适定的线性

逆问题。其数学模型为： f Au n= + ，其中A 是有

界线性算子， f 是观察到的图像函数，u 是原图像，

n 是可加性的噪声函数。特别地，当A 等于恒等算

子时，问题表现为图像去噪(denoising)。当A 不等

于 恒 等 算 子 时 ， 问 题 表 现 为 图 像 去 模 糊

(deblurring)。此时A 被称为模糊核函数。 
近几年来，变分方法已经成为图像处理领域的

一种重要工具 [1 3]− 。为了有效求解图像恢复问题，

一般采取正则化方法处理，即对问题的解做适当的

先验约束后，再来求解。文献[4]中，作者讨论了如 
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下基于稀疏约束的线性逆问题模型： [min ( /2)
u

β  

2
2|| || | |pAu f w uλ λλ

⎤− + ⎥⎦∑ ，其中 { }uλ 是解函数u  

在某个正交基下的展开系数，{ }wλ 是加权常数，β
是正常数，1 2p≤ ≤ 。在文献[4]中，利用替代泛函

(surrogate functional)方法可以得到如下的迭代阈

值算法(iterative shrinkage/thresholding algorithm, 
简记为 IST)： 1 *( ( ))n n nu S u A f Auλ

+ = + − 。该方

法实质是对 nu 做 Landweber 迭代后再做阈值处理。

类似的方法在压缩感知的重构算法中也有应 
用 [5 7]− 。然而，IST 方法的缺点是收敛速度比较慢[8]。

因此，对上述算法给出有效的加速方法显得十分必

要。 近，一些学者讨论了有关迭代阈值的加速方

法 [8 14]− 。例如，文献[9]借鉴线性代数中求解线性方

程组的迭代方法建立了一种两步迭代阈值方法

(TwIST)。算法如下： 1 1(1 ) ( )n n nu u uα α β+ −= − + −  

( )n
t uβΓ+ 其中 *( ) ( ( ))t tu S u A f AuΓ = + − ， tS 代表

阈值算子。其实质是先对第n 次结果做迭代阈值，
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利用两次处理的结果 1,n nu u− 实现加速收敛。因此，

TwIST 方法实际是一种空域的加速方法。文献[10]
介绍了一种称为区域分解方法的加速算法。其思想

是通过将指标集做适当的分解，将一个有多步迭代

的大型问题分解为几个小的子问题来处理，从而达

到加速收敛和减少计算代价的目的。Daubechies 等
人[11]将迭代阈值方法推广为投影梯度方法，通过引

入自适应的下降参数(descent parameter)的方法实

现加速收敛。在压缩感知重构中，文献[12]讨论了

基于 Curvelet 阈值的两步迭代加速方法。 
本文采用对忠诚项做二次逼近的方法，引入新

的替代泛函，提出了一种新的加速迭代阈值方法。

该加速迭代阈值方法本质上是小波系数的加速

Landweber 迭代阈值。另外，由于新算法中含有可

选的参数，选择特殊的参数值时，IST 方法是新算

法的一种特殊情况。因此，新算法更加灵活。数值

实验表明新方法可以有效地提高恢复图像的质量。 

2  加速 Landweber 迭代阈值方法 

考虑如下问题： 

2
2min ( ) || || | |

2
p

u
J u Au f w uλ λ

λ

β⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= − +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑    (1) 

取正交小波作为正交基时，对u 的稀疏约束等价于

u 的 Besov 模
,

|| || s
p p

p
Bu ，wλ 根据 p的取值不同而不

同。为了方便，令 2
2( ) ( /2) || ||F u Au fβ= − ， ( )G u =  

| |pw uλ λλ∑ 。引入替代泛函 

sur 2 *
2

2 2
2 2

( , , )= || || ( , ( ))
2

                 + || || ( ) || ||
2 2

J u v a Av f u v A Av f

L s
u v G u u a

β
β

β

− + − −

− + − − (2) 

其中 ,L s 是常数。 2 *
2( /2) || || ( , (Av f u v A Avβ β− + −  

2
2)) ( /2) || ||f L u vβ− + − 可以看成是 ( )F u 的二次逼

近展开项。当v a u= = 时，有 sur( , , ) ( )J u u u J u= 。

文献[4]中所引入的替代泛函为 
sur 2
,

2 2

( , ) || || | |

               || || || ( ) ||

p
w p u a Au f w u

u a A u a

λ λ
λ

Φ μ= − +

+ − − −

∑
 

显然，新的替代泛函式(2)与文献[4]的替代泛函是不

同的。 
对替代泛函式(2)整理可以得到 

sur 2 2

* 2

2

2 2

( , , ) || || ( , ) || ||
2 2

                  ( , ( )) || ||
2

                  ( , ) || || ( )
2

                  || || ( , ) || ||
2 2
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u v A Av f u

L
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s s
u s u a a

β β
β

β
β

β
β

= − +

+ − − +

− + +

− + − (3) 

在式(3)中，令 nv u= ， 1na u −= ，并且将函数在正

交小波基下做展开，则有 
sur 1 2 *
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其中 1, ,n nu u uλ λ λ
− 分别表示 1, ,n nu u u − 的小波系数。对

sur 1( , , )n nJ u u u − 关于uλ 求梯度可以得到 
1

*

1

( , , )
( ) ( ( ))

                        ( )

n n
n

n n

J u u u
L s u A Au f

u

L u su G u

λ λ λ
λ λ

λ

λ λ λ

β β
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−

−

∂
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∂
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令该梯度等于零得 
1

*

( ) ( ) ( )

                ( ( )) ( )

n n n

n

L s u L s u s u u

A Au f G u

λ λ λ λ

λ λ

β β

β

−− = − + −

− − −∂
 

选择合适的常数 0β > ，使得 0L sβ − > (即只要

/ ,  0s L Lβ > > )，则有 
1

*

( )

1
      ( ( )) ( )

n n n

n

s
u u u u

L s

A f Au G u
L s L s

λ λ λ λ

λ λ

β
β
β β

−= + −
−

+ − − ∂
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令 0
s

L s
α

β
= ≥

−
，

L s
β

γ
β

=
−

，
1

w
L sβ

=
−

，得 

到迭代阈值形式 
1 1 *

, ( ( )+ ( ( )) )n n n n n
w pu S u u u A f Auλ λ λ λ λα γ+ −= + − − (4) 

其中w 是阈值参数， ,w pS 表示阈值算子。容易计算

知，当 1p = 时，取 1wλ = ，则 ,w pS 是通常的软阈

值算子。综上所述，我们给出小波域加速 Landweber
迭代阈值算法： 

(1) 初 始 ： 0u f= ， 1 0 *
, ( ( (w pu S u A fλ λ= + −  

0)) )Au λ  
(2)加速迭代阈值：对 1, 2, ,n = 计算 1nuλ

+  
1 *

, ( ( ) ( ( )) )n n n n
w pS u u u A f Auλ λ λ λα γ−= + − + −  
(3)停止迭代：对 0ε > ，当 1 2

2|| ||n nu u ε+ − < 时，

停止迭代。 
从形式上分析，文献[4]的方法是本文算法的特

殊情况( 0, 1α γ= = )。就本质而言，文献[4]的方法

是对 nu 的小波系数做 Landweber 迭代后再阈值，

本文的算法是对 Landweber 迭代结果做(两步)半迭

代 [15]加速后再阈值。根据文献[15]，两步半迭代方

法是对 Labdweber 迭代的一种多项式加速。因此，

本文的算法比文献[4]的方法收敛得更快一些。我们
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的方法与文献[9]加速的方式不同。具体地说，在文

献[9]的算法中如果令 ( )n n
tv uΓ= ，则文献[9]的两步

迭代阈值方法相当于对 1, ,k k ku u v− 做加权平均，就

阈值对象本身而言并没有加速处理。本文的方法是

在变换域上加速后，再做阈值处理。由于阈值算子

是非线性的，二者是不同的。 

3  数值实验及分析 

本节给出几个利用新算法实现图像恢复的例子

来证明该算法的有效性。选取256 256× 图像，采用

‘db1’小波，对其做小波分解。用 SNR (Signal-to- 
Noise Ratio)，ISNR(Improvement in SNR)来衡量

图像恢复的质量，定义如下： 
2 2
2 2

2 2
2 2

|| || || ||
SNR 10 lg ,  ISNR 10 lg

|| || || ||

f f g

f h f h

−
= =

− −
 

其中 ,f g 和h 分别表示原图像，被模糊的含噪声图

像和恢复的图像。 
在第 1 个实验中，对 Lena 图进行半径为 6 的

out-of-fouse 模糊，并且增加方差为 0.025 的高斯噪

声，SNR = 10.1519 dB。图 1 给出用 IST 方法，

TwIST 方法和本文的方法去模糊的结果比较。(c)
是 IST 方法迭代 360 次去模糊的结果， SNR =  

23.0029  dB， ISNR 12.7946=  dB。(d)是 TwIST
方法迭代 341 次的处理的结果， SNR 30.9089=  
dB，ISNR=20.7570 dB。(e)是本文的方法( 0.95,α =  

3.2γ = )迭代 328 次的结果，SNR 32.6408=  dB，

ISNR 22.4525=  dB。从实验数据可以看出，本文

的方法恢复效果好于 IST 方法。与 TwIST 方法相

比，在大致相同的迭代次数后，本文的方法恢复图

像的SNR和 ISNR高于 TwIST 方法。 
第 2 个实验对原图像做运动模糊( Len 50= ，

Theta 45= )，增加方差为 0.025 的高斯噪声。带噪

的模糊图像的SNR 12.7041=  dB。图 2给出用 IST
方法和本文方法处理的结果。(a)是原图像。(b)是
带噪的模糊图像。(c)是 IST 方法去模糊的结果。(d)
是本文的方法( 0.9, 3.2α γ= = )处理的结果。本文

的方法所恢复的结果视觉效果好于 IST 的结果。 
第 3 个实验对 Text 图像做高斯模糊，HSIZE 

=7，SIGMA=5。噪声方差为 0.05 。带噪模糊图像

的SNR 1.1005=  dB。图 3 中，(c)是 IST 方法迭代

745 次后的结果( SNR 7.9016=  dB)。(d)是本文的

方法( 0.9, 3.2α γ= = )迭代 564 次的结果( SNR =  

13.5380 dB)。本文的方法不仅迭代次数少，而且恢

复图像的质量较高。 
后，为了说明本文方法的收敛性，在图 4 中

绘出第 1 个实验中用本文的方法去模糊时， || nu  
1 2

2||nu −− 随着迭代次数n 的变化曲线。图 4 中，坐 

 

图 1 去 Out-of-focus 模糊 

 

图 2 去运动模糊 
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图 3 去高斯模糊 

 

图 4 1 2

2|| ||n nu u −− 随着迭代次数的变化曲线 

标 横 轴 表 示 迭 代 次 数 ， 坐 标 纵 轴 表 示 || nu  
1 2

2||nu −− 。由图可见，当迭代次数不断增大时，|| nu  
1 2

2||nu −− 逐渐下降，说明对于给定的 0ε > ，算法可

以在某次迭代后，达到给定的停止标准。由此可见，

在迭代过程中算法是收敛的。当然，严格的理论证

明我们将进一步研究。为便于比较，取定 0.01ε = ，

表 1 列出 3 个实验用不同方法恢复图像迭代达到停

止标准时实验数据的对比。新方法达到停止标准所

需的迭代次数少于 IST 方法，SNR和 ISNR有明显

提高，图像恢复的视觉效果更好一些。 

4  结论 

本文利用对忠诚项的二次逼近方法，引入新的

替代泛函，得到一个快速的迭代阈值算法。该算法

的实质是在小波变换域上的加速 Landweber 迭代

阈值。数值实验表明该方法与 IST 方法相比收敛速 

表 1 不同方法恢复图像迭代达到停止标准时实验数据的对比 

实验 方法 SNR(dB) ISNR(dB) 
达到停止标

准所需的迭

代次数 

IST 方法 23.0029 12.7946 360 
实验 1 

本文的方法 32.6408 22.4525 328 

IST 方法 23.6095 10.8987 585 
实验 2 

本文的方法 30.5655 17.8597 262 

IST 方法  7.9016  6.8014 745 
实验 3 

本文的方法 13.5576 12.4318 562 

 
度有明显改进，能够有效地提高恢复图像的质量。

而且，由于算法中参数可选择不同，新算法更灵活。

进一步，我们将研究关于算法的理论性分析和算法

在其它图像处理问题中的应用效果。 
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