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对称稳定分布的相关熵及其在时间延迟估计上的应用 
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摘  要：相关熵是一个表示随机变量局部相似性的统计量。该文首先研究对称α -稳定( S Sα )分布的相关熵的参数

表示，利用该参数表示证明了对于位置参数为零的 S Sα 分布，最大相关熵准则与最小分散系数准则是等价的。最

后将研究结果应用于稳定分布噪声环境下自适应时间延迟估计。仿真实验表明，该文算法性能优于最小均方误差时

间延迟估计与最小平均 P-范数时间延迟估计。 
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Abstract: Correntropy is a localized similarity measure between two scalar random variables. This paper presents 

the parametric representation of the symmetric α -stable ( S Sα ) distribution’s correntropy. The equivalency of the 

maximum correntropy criterion and the minimum dispersion criterion is derived from the parametric 

representation for zero location S Sα  distributions. This result is used to propose the adaptive time delay 

estimation in S Sα  noise. Simulations show that the algorithm based on correntropy works better than the least 

mean square and the least mean p-norm approaches. 

Key words: Signal processing; Correntropy; Symmetric stable distributions; Maximum correntropy criterion; 

Minimum dispersion criterion 

1  引言  

近年来的研究发现，雷达杂波 [1 3]− ，水声信号[1]，

移动无线电信道中的电磁噪声[4]等，在时域表现出短

时大幅度脉冲的特性，他们的概率密度函数的尾部

比高斯概率密度函数的尾部衰减得更慢，利用对称

α -稳定( S Sα )分布建模更加准确 [1 6]− 。 
一个随机变量S 称为 S Sα 分布，如果它的特征

函数具有形式 ( ) exp( )w jaw w αϕ γ= − ，其中 0 α<  

2≤ 是特征指数，a 是位置参数， 0γ > 为分散系数。

当 2α = 时，S 是Gauss随机变量； 1α = 时，S 是

Cauchy随机变量。 
最小分散系数准则是稳定分布噪声环境下信号

处理的常用准则[1,6,7]，S Sα 分布的分散系数与方差的
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作用类似，它决定分布偏离中心的离散程度，通常

用来刻画S Sα 噪声的功率。 由于稳定分布的分散系

数与其分数低阶矩成正比，最小分散系数准则常常

利用最小化分数低阶矩来实现 [1,3,4,8 10]− 。 
但是分数低阶矩不是解决稳定分布信号处理的

唯一统计量，只要是适用于稳定分布，并且能够反

映其分散系数信息的统计量都是值得研究的。相关

熵作为随机变量间局部相似性的度量，近些年来受

到广泛关注 [11 17]− 。相关熵最初是针对随机过程定义

的[11]，后来这个概念被进一步推广，对两个随机变

量X 与Y ，定义其相关熵为[12] 
( , ) ( ( ))V X Y E k X Yσ σ= −        (1) 

其中
2

2

()1
() exp

22
kσ σπσ

⎛ ⎞⋅ ⎟⎜ ⎟⋅ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
， 0σ > 是核长参数。 

文献[12]证明了相关熵可以诱导一个距离并据

此给出最大相关熵准则 (maximum correntropy 
criterion)。相关熵既可以看成是基于 Parzen 核估计
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的 Renyi 二次熵的一种退化表示，又能够反映两个

随机变量的相似度，因此在信道的盲均衡[11]，风力

预报[13]，模式识别[14]，噪声抵消[15]，非线性检测[16]

等领域得到广泛的应用，特别是 Pokharel 利用相关

熵设计了脉冲噪声下的鲁棒检测器[17]。 
由式(1)知相关熵是误差e X Y= − 的函数，本

文将讨论S Sα 分布相关熵的存在性及其参数表示，

解释利用相关熵作为稳定分布自适应信号处理的代

价函数的合理性，并利用最大相关熵准则解决稳定

分布噪声下的自适应时间延迟估计，仿真试验表明，

本文算法在处理强脉冲时表现出更好的性能。 

2  S Sα 分布的相关熵 

定理 1  设e 是特征指数α，位置参数a ，分散

系数 γ 的S Sα 分布，则e 的相关熵 ( )V eσ 存在，并可

表示为 

2 2

0

1 1
( ) exp (cos )d

2
V e w aw wα

σ ω σ γ
π

+∞
⎛ ⎞⎟⎜= − − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫  (2) 

证明  由式(1)知e 的相关熵为 

( ) ( ) ( )dV e k e f e eσ σ

+∞

−∞

= ∫           (3) 

设 ( )f e 与 ( )wϕ 分别是 e 的概率密度函数与特征函

数，则有 

1
( ) ( )exp( )d

2
f e w jwe wϕ

π

+∞

−∞

= −∫       (4) 

将式(4)代入式(3)有 
2

2

2 2

2 2

2 2
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由于 ，2 2
20

1 1
exp (cos )d

2 2
w w aw wα π

σ γ
π σ

+∞ ⎛ ⎞⎟⎜− − ≤⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫  

故 ( )V eσ 存在。                            证毕 
推论1  设 Ge 表示Gauss随机变量，则有 

2

2 22 2

1
( ) exp

2( )2 ( ) GG

G
ee

a
V eσ σ σπ σ σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜+ ⎝ ⎠
  (5) 

证明  将 2α = ,
G

2(1/2) eγ σ= 代入整理可得式

(5)。  

由于分散系数 γ 通常用来刻画 S Sα 噪声的功

率，以下将讨论 ( )V eσ 与 γ 的关系。 

定理 2  对于 0a = 的S Sα 随机变量e ，给定核

长参数σ ，那么最大化e 的相关熵等价于最小化e 的

分散系数。 
证明   将  0a = 代入式 (2)，有 ( ) 1/V eσ π=  

2 2

0

1
exp d

2
w wαω σ γ

+∞ ⎛ ⎞⎟⎜⋅ − − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ 成立。定义 

2 2

0

1 1
( ) exp d

2
U w wαγ ω σ γ

π

+∞
⎛ ⎞⎟⎜− − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫     (6) 

由于式(6)右端的积分是绝对可积的，对式(6)两端关

于 γ 求导，得 

2 2

0

d ( ) 1 1
exp d

d 2

U
w w w wα αγ

σ γ
γ π

+∞
⎛ ⎞⎟⎜= − − − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫   (7) 

由式(7)知， ( )0,γ∀ ∈ +∞ ，
d ( )

0
d
U γ
γ

< 成立，故 ( )U γ  

在 ( )0,+∞ 上关于 γ 单调递减，因此对于 0a = 的

S Sα 随机变量e ，在核长参数 σ 固定的情况下，最

大化e 的相关熵等价于最小化e 的分散系数。  证毕 
由定理 2 知，在自适应信号处理中，如果误差

是服从 0a = 的S Sα 分布，那么最大化误差的相关熵

能够起到最小化误差功率的目的，并且定理 2 的证

明过程表明特征指数 α不会改变相关熵在 ( )0,+∞
关于 γ 的单调递减性这一事实。 

3  应用 

作为相关熵在稳定分布噪声下信号处理中的一

个简单应用，我们将讨论稳定分布下基于最大相关

熵准则的时间延迟估计问题。 
本文的时间延迟估计模型为： 1( ) ( )x n s n=  

1( )v n+ ， 2 2( ) ( ) ( )x n s n D v n= − + 。其中，n 为离散

时间变量，D 是延迟时间， ( )s n 是感兴趣信号， 1( )v n

与 2( )v n 是独立的S Sα 噪声， 1( )x n 与 2( )x n 是观测信

号。  
由于延迟信号 ( )s n D− 可以视为原信号 ( )s n 与

一个 sinc 函数作为权系数的横向滤波器卷积得来，

因此在自适应时间延迟估计中，常常将时间延迟的

估计转化为对有限脉冲响应(FIR)滤波器系数的估

计，进而搜索估计得到的权系数的峰值获取时间延

迟信息[8,18]。 

设延迟时间的范围是 [ ],M M− ，自适应 FIR 滤 

波器的权系数是H { }T( ), , (0), , ( )h M h h M− ，

则滤波器的误差[18] 2 1( )= ( ) ( ) ( + )
M

i M
e n x n h i x n i

=−
−∑ 。 

设在某一准则下，经过自适应训练得到的滤波器权

系数为 *H { }T( ), , (0), , ( )h M h h M∗ ∗ ∗− ，那么时 

间延迟估计为 argmax( ( ))
i

D h i∗= − 。 

由于非高斯的稳定分布不存在二阶统计量，传

统的基于最小均方误差时延估计 LMSTDE(Least 
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Mean Square Time Delay Estimation)算法[18]性能

将出现退化，因此文献[8]对 LMSTDE 算法进行改

进，得到 LMPTDE(Least Mean P-norm Time 
Delay Estimation)算法。 
3.1 基于最大相关熵准则的时间延迟估计 

根据定理2，如果误差是 0a = 的S Sα 随机变量，

最大化误差的相关熵能够起到最小化误差功率的目

的，因此本文将采用误差的相关熵 

MCC 2 1( ) ( ) ( ) ( )
M

i M

J E k x n h i x n iσ
=−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑H   (8) 

作为代价函数，通过 MCCmax ( )J
H

H 求得 FIR 滤波器 

的权系数H 。 MCC( )J H 的估计为 

MCC 2 1
1

1
( )= ( ) ( ) ( + )

2

N M M

n M i M

J k x n h i x n i
N M σ

−

= + =−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜− ⎝ ⎠
∑ ∑H

                 (9) 

利用随机梯度下降法[15] 得到H 的更新关系式为 

MCC
1

2

123

( )

( )1
      exp ( )

22

n n

n

n

J

e n
e n

μ

μ
σπσ

+

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

H
H H

H

H x  (10) 

其中 μ 是收敛因子， 1 1 1[ ( ), , ( ), ,x n M x n= −x  
T

1( )]x n M+ 。 为方便讨论，本文基于相关熵准则的

时间延迟估计算法简记为 MCCTDE(Maximum 
Correntropy Criterion Time Delay Estimation)。 
3.2 MCCTDE 算法的性能 

本文的仿真条件：感兴趣的信号 ( )s n 是零均值

高斯白噪声。观测的数据长度是 1064 点，真实的时

延为 20D = 个单位采样点。FIR 滤波器长度是125，

初始权系数 0H 取零向量。由于非高斯稳定分布不存

在二阶矩，所以通常使用广义信噪比[8]来刻画信号与

噪声的功率比，它的定义是 GSNR 210 lg( / )s wσ γ  

dB，其中 2
sσ 是 ( )s n 的方差， wγ 是 1( )v n (或 2( )v n )的 

分散系数。  
图 1 是在 GSNR=1.5 dB 下对 FIR 滤波器权系

数的估计，其中收敛因子是 510μ −= ，核长参数

1σ = 。由图 1 知权系数的最大值出现在-20，因此

延迟时间的估计是 20。 
为进一步测试 MCCTDE 的性能，本文将通过 

时延估计偏差
1

1
( )

W
i

i
D D

W
φ

=
= −∑ 以及归一化估

计误差功率
( ) ( )
( )

2

1

2

1

1/ 1 , 0

1/ ,   0

W
i

i

W
i

i

W D D D

W D D
ζ =

=

⎧⎪⎪ − ≠⎪⎪= ⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩

∑
∑

 

来衡量算法的性能，其中W 是仿真试验的次数，

( )1, ,iD i W= 是第 i 次估计的结果，D 是时延的真

值。  
图 2 与图 3 比较 MCCTDE,LMSTDE 以及

LMPTDE 等算法在相同的仿真条件下独立运行

5000W = 次的时延估计偏差以及归一化估计误差

功率，其中 GSNR=1.5 dB，收敛因子均取 510μ −= ，

LMPTDE 的参数 0.1p α= − 。 
由图 2 与图 3 可知，MCCTDE 算法在零均值

高斯( 2α = )噪声下可以有效工作。其原因在于：将

0a = ， 2 2( )
Ge GE eσ = 代入式 (5)，得到 ( )GV eσ =  

2 21 2 ( ( ))GE eπ σ + ，故此时最大相关熵准则等价于

最小均方误差准则。LMPTDE 算法的参数 p通常被

限制在 0 p α≤ < 的范围内，因此 p值的确定依赖于

对稳定分布的特征指数α的先验知识的获取，本文

算法则不需要。 
同时，图 2 与图 3 也反映了核长参数对

MCCTDE 算法性能的影响：即使对于不同的稳定

分布噪声(特征指数α变动)，核长参数在区间 [1, 3]上
任取，均可得到较好的估计结果。并且噪声的特征

指数越大，本文算法对核长的选取依赖越小。 

 
图 1 1σ = 时基于最大相关熵准则的 FIR 滤波器权系数估计结果(GSNR=1.5 dB) 
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图 2 在 GSNR=1.5 dB 下各种算法对于                    图 3 在 GSNR=1.5 dB 下各种算法对于不 

不同的稳定分布噪声的时延估计偏差                     同的稳定分布噪声的归一化估计误差功率 

进一步地，我们测试在噪声的特征指数为

1.4α = 时，各种算法在不同 GSNR 下的性能。其

中 MCCTDE 算法中的核长参数 1σ = ，LMPTDE
算法中的参数 1.3p = 。 

表 1 说明 MCCTDE 算法在不同的 GSNR 下，

性能依然不逊于其他两种算法。 

4  结束语 

本文讨论 S Sα 分布的相关熵的存在性及其参数

表达，分析了在自适应信号处理中如果误差是 0a =
的 S Sα 随机变量，那么最大化误差的相关熵能够起

到最小化误差功率的目的，并利用这一原理设计了 

表 1 在不同的 GSNR 下各种算法性能比较 

时延估计偏差 归一化估计误差功率 
GSNR(dB)  

MCCTDE LMSTDE LMPTDE MCCTDE LMSTDE LMPTDE 

1.5 -0.0058 -0.1178 -0.0182 0.0014 0.0056 0.0042 

1.2 -0.0602 -0.4784 -0.0948 0.0125 0.0213 0.0164 

1.0 -0.1230 -0.5538 -0.2044 0.0288 0.1154 0.0374 

0.8 -0.2056 -1.6378 -0.4156 0.0440 0.3303 0.0861 

0.6 -0.3074 -4.8244 -0.8918 0.0674 1.0204 0.1925 

0.4 -1.5054 -10.0462 -1.7316 0.3253 2.1648 0.3797 

 
一种稳定分布噪声下的自适应时间延迟估计算法。

今后的工作将进一步讨论利用相关熵处理稳定分布

噪声下的时延算法问题。 
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