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基于弧度距离的时间序列相似度量 
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摘  要：时间序列的近似表示和相似度量是时间序列数据挖掘的重要任务之一，是进行相似匹配的关键。该文针对

现有的各种基于分段线性表示(Piecewise Linear Representation，PLR)相似度量方法存在的序列长度依赖和多分辨

率条件下的潜在识别误差等缺点，提出了一种序列分段线性弧度表示和基于弧度距离的相似度量方法，实现了序列

的快速在线分割和相似度计算。该方法简洁直观，利用分段弧度对分段趋势进行细粒度划分来保留序列主要形态特

征，有效地提高了度量结果的准确性和多分辨率条件下的稳定性。该方法具有序列分割算法独立性特点，可用于时

间序列的相似查询、模式匹配、分类和聚类。 
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Abstract: Time series approximation representation and similarity measurement is one of the fundamental tasks in 

time series data mining, and the key to similarity matching. In view of shortcomings of various existing PLR 

(Piecewise Linear Representation) based similarity measure approaches, like series-length dependent issue and 

potential recognition error under multi-resolution, a radian based time series piecewise linear representation and 

radian-distance based similarity measurement are presented to cater for the rapid online segmentation and 

similarity calculation in this paper. The proposed method is really simple but intuitive, it retains major shape 

features of the series by using segment radian for fine grained division, and effectively improves the accuracy and 

reliability of the measurement under multi-resolution. This method is segmentation algorithm independent and can 

be further applied to similarity query, pattern matching, classification and clustering for time series. 
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1  引言  

时间序列数据广泛存在于包括商业、金融、医

药、天文气象、航空航天等各种不同的应用领域[1]。

和传统的包含离散数据类型的事务数据不同，时间

序列数据通常是数值型的，且具有时间连续性特 
点[2]。更重要的是，时间序列数据往往规模巨大，甚

至在持续不断地增长，因此，对时序数据的处理、

分析和挖掘变得异常困难。时间序列的相似搜索一

直是时间序列数据挖掘(Time Series Data Mining， 
TSDM)的研究热点 [3 5]− ，这其中，序列的近似表示

和相似度量是解决相似性搜索的关键[6]，直接决定了

相似匹配的效果。 
传统的基于点距离的欧式距离由于缺乏分段趋
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势信息，不具备形态识别能力，也不能识别时间序

列在不同分辨率下的模式变化[7]。针对欧式距离在描

绘分段趋势上的先天不足，文献[8]提出了三元分段

趋势的模式划分，通过计算模式距离从而度量两个

等长序列的趋势差异程度。文献[9]在此基础上提出

了基于七元模式的形态距离，一定程度上提高了度

量的精度。模式距离和形态距离虽然都保留了时间

序列的分段趋势信息，但本质上都是基于对序列分

段模式的有限划分，因此，任意两个序列对应分段

间的距离值都是离散的。相似匹配的精确程度依赖

于模式划分粒度。此外，文献[10]提出的夹角距离，

虽然具有平移和旋转不变性优点，但是由于没有保

留序列的分段趋势信息，会错误地认为图 1 所示的

两个序列全相似(即夹角距离为 0)。序列 1S 和 2S 形

态特征对称于X 轴( 1S 单调递增， 2S 单调递减)， 1S

和 2S 显然不相似。 
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图 1 文献[10]无法区分的两个序列 

针对现有方法存在的不足，本文首先提出一种

时间序列的分段线性弧度表示(PLR_RAD)，定义

了弧度距离及基于弧度距离的相似度量。该方法继

承了模式距离的多分辨率特性及夹角距离的几何优

点，在实现序列快速分段压缩的同时完整地保留了

序列分段的局部趋势，同时具有序列分割算法独立

性特点。此外，分段弧度值的连续性特点为时间序

列提供了细粒度的模式划分，保证了相似度量的精

度，能有效改善相似查询、模式匹配和序列分类的

效果。 

2  时间序列的分段线性弧度表示 

 为清晰起见，对文中常见的符号及其定义约定

如表 1 所示。 

表 1 符号定义 

符号 定义 

S 原始时间序列 

S ′  分段线性表示的时间序列 

S  齐弧度时间序列 

n S 长度 

K S ′ 分段数 

M S 分段数 

rad 分段弧度 

CRE Cumulative Radian Error(累积弧度差) 

TI Turning Intensity(转向强度) 

TP Turning Point(转向点) 

PP Peering Point(对等点) 

ppRad 对等分段弧度 

Deuc 欧式距离 

Dptn 模式距离 

Dshape 形态距离 

Dia 夹角距离 

Drad 弧度距离 

 
2.1 序列的分段线性表示 

时间序列的分段线性表示(Piecewise Linear 
Representation，PLR)[11]最早由 Keogh 于 1997 年

引入时间序列数据挖掘领域。 
直观上，PLR 的基本思想是用K 条连续相邻的

直线段来近似表示长度为 n 的时间序列，其中

K n<< [12]。时间序列也可以看作是n 维空间的一个

点，是一种特殊的多维数据。时间序列近似表示的

目的是降低原始序列的维度，达到降低索引空间开

销和加快搜索的目的。相较于其他常见的时间序列

表示方法诸如单值分解(SVG)、离散傅里叶变换

(DFT)和离散小波变换(DWT)，PLR 由于算法相对

简单且更加符合人们的直观经验，因此被广泛采 
用[13,14]。时间序列的分段线性表示如式(1)所示，其

中K 表示序列S 划分的分段数目，it 是第 i 个分段的

结束时刻， Kt n= 。 

1 1 1 2 2 2{( , , ),( , , ), ,

       ( , , ), ,( , , )}

L R L R

iL iR i KL KR K

S y y t y y t

y y t y y t

′ =

      (1) 

PLR 方法一般是通过选取序列中的特殊数据 
点 [15] 或者视觉重要点 (Perceptually Important 
Point，PIP)[2,16]来近似拟合原始序列，达到压缩数

据的目的。 
2.2 时间序列的分段弧度集 

定义 1  分段弧度(rad)是指时间序列中相邻两

点构成的直线与时间轴的夹角(锐角)弧度。规定夹

角在第 1 象限弧度为正值，在第 4 象限则为负值。 

根据定义 1，图 2 中， 0α < , 0β > 。式(2)给出

了时间序列分段弧度的计算方法，因此，rad( ) 0α < ，

rad( ) 0β > 。 

 

图 2 时间序列分段弧度 

1rad arctan ,   [1, 1]i i
i

y y
i n

t
+ −

= ∈ −
Δ

     (2) 

理论上，rad ( /2, /2)i π π∈ − ，由于正规化后的序列y

值范围为[0,1]，故有 [ 1, 1]yΔ ∈ − ，通常，取 1tΔ = ，

因此 rad [ /4, /4]i π π∈ − 。按照经典的三元模式划分，

可得到趋势值的分段函数如下。显然，三元模式划

分的趋势值是离散的，比较粗糙，而用分段弧度表

示的趋势值是连续的，更为精确。 

1, (rad 0)

segTrend 0, (rad 0)

1, (rad 0)

i

i i

i

⎧⎪ >⎪⎪⎪⎪= =⎨⎪⎪⎪− <⎪⎪⎩

      (3) 

根据式(1)和定义 1，可以得到时间序列的弧度集表

示，如式(4)所示。 
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1 1 2 2={(rad , ),(rad , ), ,(rad , ), ,(rad , )}i i K KS t t t t′ (4) 

与式(1)不同的是，这里 it 是第 i 个分段的起始时刻，

1it + 为第 i 个分段的终止时刻，故第 i 个分段趋势的

保持时间为 1i it t+ − ，需要说明的是第K 个分段的终

止时刻为 nt 。因此时间序列S 可以转化为包含分段

趋势信息(分别是上升趋势、下降趋势、保持趋势)[17]

的分段弧度集表示。 
2.3 基于累积弧度差的序列分段线性分割算法 

定义 2  累积弧度差(Cumulative Radian Error, 
CRE)是指线性分段表示的时间序列中前一转向时

刻到当前时刻连续相邻分段间的弧度差之和。 

( )1
j=last_tp_idx+1

CRE rad rad
i

i j j−= −∑      (5) 

该算法首先将长度为n 的原始时间序列表示转

化为长度为 1n − 的弧度集表示序列。然后根据设定

的累积弧度差阈值(CRE_Th)和转向强度(TI)确定

转向点，进而得到长度为 K 的分段序列，其中

K n<< 。 

式(2)中， rad [ /4, /4]i π π∈ − ，可知 rad [0,Δ ∈  

/2]π ，因此 CRE [0, /2]πΔ ∈ 。取值 0 意味着对原始

序列进行分段线性分割之后所有的数据点都得到保

留。而在实际情况中，根据序列波动特征以及目标

压缩率，累积弧度差阈值通常取 0.01~1 之间。一般

地，序列波动越剧烈，阈值的取值就越高，序列波

动越平缓，阈值取值就越低；而目标压缩率越高，

阈值的取值就越高，反之，取值就越低。 

引入转向强度( TI 1≥ )的目的是为了进一步减

小序列弧度同向连续缓慢变化(即弧度差小于阈值

的转向)造成的拟合误差，尽可能地保留原始序列整

体形态特征。转向强度也是序列特征相关的，可根

据不同领域时序数据的波动特点酌情设置，序列波

动幅度越小，转向强度取值越高，一个强度单位值

为 0.0001，即 TI=1.0001。而对于波动相对剧烈的

时间序列，可以关闭转向强度，即 TI=1。实际应用

中，转向强度一般取 1.0001~1.01 之间。 

图 3 给出了基于累积弧度差的序列分段线性分

割算法伪代码。 

算法名称：基于累积弧度差的时间序列分段线

性 分 割 算 法 (CRE based Piecewise Linear 

Segmentation， PLS_CRE) 

算法输入：(1)长度为n 的时间序列S ；(2)累积

弧度差阈值CRE_Th 0> ；(3)转向强度TI 1≥ ； 

算法输出：基于弧度集表示的时间序列S ′，如

式(4)所示。 

对 进行标准化处理

加入第 个点

1 1 1

1 1

1
last_tp_idx

1

normalize( ) //
last_ tp_ idx 1
rad_err rad 0
CRE rad_err rad calc_ rad(1)

{( , )} // 1
for 2 : 1
{

rad calc_ rad( );
rad_err rad rad

CRE rad_err CRE TI

if( CRE CR

n n

i

i i i
i

i i i

i

S

S S

S x t
i n

i

−
−

−

′ = ∅

=
= =

= = =
′ =

= −

=
= −

= + ×

>=

加入该转向点

加入最后一个点

E_Th)
{

{( , )} //
last_ tp_ idx

}
}

{( , )} //

return

i i

n n

S S x t
i

S S x t

S

′ ′= ∪
=

′ ′= ∪
′

 

图 3 PLS_CRE 算法伪代码 

图 4 为长度为 2735 的纽约标准普尔 500 指数

(S&P500)序列压缩前后对比图，转向强度取值

1.0001。图 4(a)为包含全部 2735 个原始数据点的原

始序列图，图 4(b)为仅由 136 个压缩之后的原始数

据点经线性插值得到的拟合序列图。压缩率为

95.03%，拟合误差仅为 0.623。PLS_CRE 分割算法

只需对目标序列进行一次顺序扫描，时间复杂度为

O(n)。该算法在实现了序列的快速压缩的同时，有

效地保留了序列的主要形态特征。支持序列的动态

在线分割。 

3  时间序列的弧度距离 

3.1 时间序列的模式距离[8] 

时间序列模式表示时间序列中某个子序列单一

的变化趋势(上升、保持、下降)。模式距离是表示

具有相同保持时间长度的两个模式的距离。 
( , )M i j i jD s s m m= −  

时间序列的模式距离是表示具有相同长度两个

序列趋势的差异程度。基于分段线性表示的模式距

离具有多分辨率的特性。 
3.2 弧度集的时刻对等 

通常情况下，任意两个等长序列 1S 和 2S 在线性

分段后各端点不会完全对齐，相应地，每个分段的

长度(也称分段趋势保持时间)也不尽相同，为了计

算序列间的弧度距离，必须对分段后的序列进行时

刻对等，也叫等模数(EPN)[8]或齐序列[9]处理。序列

中任一非转向点(turning point)的对等点(peering 
point)弧度值等于前一转向点的弧度值。如图 5 所

示，实心点为转向点，空心点为对等点。 
弧度集时刻对等算法见图 6。 
算法名称：线性分段弧度集对齐算法(Piecewise  
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图 4 利用 PLS_CRE 算法压缩的纽约标准普尔 500 指数序列对比图            图 5 时间序列线性分段弧度集对齐示意图 

Linear Radian-set Alignment, PLRA) 
算法输入：长度均为K 的分段线性弧度集表示

序列对 1 2( , )S S′ ′  
算法输出：弧度集对齐的序列对 1 2( , )S S  

2

2

1 21 2

1

2

1 2

2 2(last _ tp_idx_in _ )

2(last _ tp_idx_in _ )

2 2

1

1

,
last_ tp_idx_in _ 1
last_ tp_idx_in _ 1
for 2 :
{

if( is TP and is not TP)
{

.ppRad .ppRad
.rad

{( , )}
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}
if( is not TP and

i i

i S

S

i i

i

S S S S
S
S
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x x
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x

S x t
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∪
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is TP)
{
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}
}

i

i S

S

i i

x

x x
x

S x t
S i

=
=

∪
=

 

图 6 弧度集对齐算法伪代码 

3.3 时间序列的弧度距离 
定义 3  给定两个弧度集时刻对等后的线性分

段表示时间序列 1S 和 2S ， 
1 1 2

2 1 2

{rad , rad , , rad , , rad }

{rad , rad , , rad , , rad }

' ' ' '
i M

'' '' '' ''
i M

S

S

=

=
 

M 为序列弧度集对齐之后的分段数，一般情况下，

K M n< << 。对应两个分段间的弧度距离，即分

段趋势差异度量为 

rad(rad , rad ) rad rad' '' ' ''
i i i iD = −          (6) 

因此，根据式(2)和式(6)，可以得到序列 1S 和 2S 的

弧度距离( 1S 和 2S 的近似弧度距离)计算公式如下， 
1 2rad 1 2 rad

rad
1

( , ) ( , )

rad rad

  [0, 1]
( 1)

i

M
' '' ' ''
i i i i

i

D S S D S S

y y t

nπ
=

≈

Δ −Δ × − ×Δ
= ∈

× −

∑
(7) 

iyΔ 为第 i 个分段内y 值的变化幅度， radi
tΔ 为自 it  

时刻起弧度 radi 的保持时间，n 为原始序列的长度， 

1 rad last_tp_idx

rad
1

,  ,

  

i

i

i i i i

M

i

y y y t t t

n t

+

=

Δ = − Δ = −

= Δ∑    (8) 

显然，两个序列间的弧度距离越小，两个序列

间的形态越相似。距离为 0 说明两个序列完全一致

或全相似。与模式距离和形态距离不同的是，弧度

距离是对分段模式的无限划分，且是连续的。对于

长度均为n 的序列对 1 2( , )S S ，其欧式距离的取值范

围是序列长度依赖的，即 euc 1 2( , ) [0, )D S S n∈ 。 

4  实验结果及分析 

为保证对比实验结果的公正性，采用文献[8-10]
使用的金融数据集，选取从 1987 年 7 月 9 号开始到

1997 年 12 月 31 日止 2735 个有效交易日内全球 4
大证券市场指数，分别为 S1(FTSE100，伦敦富时

100 指数)、S2(SPCOMP，纽约标准普尔 500 指数)、
S3(HNGKNKI，香港恒生指数)和 S4(JAPDOWA，

日经指数)。在对给定序列进行压缩之前，先对序列

数据进行正规化处理，使得各数据点的 y值落在[0,1]
范围内，如图 7 所示。 

通过两组实验来验证本文提出的弧度距离在相

似度量上的有效性和优越性，实验 1 是比较分别采

用模式距离、形态距离、夹角距离和弧度距离进行

相似度量的准确性，用正规化后未经压缩原始序列

的欧式距离(见表 2)作为度量标准。实验 2 用于验证

在不同分辨率下基于弧度距离相似度量结果的稳定

性和一致性。 
实验 1  首先将长度为 2735 的 4 个指数序列用

PLS_CRE 分割算法压缩至 80 段，然后进行距离计

算，结果如表 3 所示，可见，弧度距离对各序列对

相似度的度量结果与欧式距离一致，即 S1与 S2最相

似，S3 与 S4 最不相似，序列对(S1,S3)和(S2,S3)的差

异相当，符合直观判断。模式距离认为，S2和 S4的

趋势差异最大，形态距离认为 S2和 S3差异最小，夹

角距离则认为 S1和 S4最不相似。这 3 种距离度量与 
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图 7 全球 4 大证券市场指数序列 

表 2 未经压缩的正规化序列的欧式距离 

距离类型 S1与 S2 S1与 S3 S1与 S4 S2与 S3 S2与 S4 S3与 S4 

欧式距离(Deuc) 2.879 4.647 21.111 5.463 21.344 23.191 

表 3 模式、形态、夹角、弧度距离比较(采用 CRE 分割算法) 

距离类型 S1与 S2 S1与 S3 S1与 S4 S2与 S3 S2与 S4 S3与 S4 

模式距离(Dptn) 0.690 0.751 0.924 0.836 1.030 0.945 

形态距离(Dshape) 0.054 0.082 0.081 0.036 0.073 0.103 

夹角距离(Dia) 0.426 0.457 0.545 0.398 0.475 0.520 

弧度距离(Drad) 0.016 0.027 0.076 0.031 0.057 0.079 

 
直观判断结果存在较大偏差。为了进一步说明弧度

距离是序列分割算法独立的，分别采用文献[2]中提

出的PIP分割算法和文献[18]中提出的PF分割算法

将上述 4个实验序列压缩至 80段，并计算各距离值，

表 4 和表 5 列出两种分割算法下的实验结果。可见，

模式距离、形态距离以及夹角距离在对序列的相似

度量上存在潜在误差。而弧度距离对于序列相似性

的判断较其他距离更为准确，并且不依赖于某种特

定的序列分割算法。实验同时发现，由于弧度距离

是基于序列的分段线性弧度表示，因此采用 PLS_ 

CRE 分割算法只须对序列进行一遍扫描，效率最

高。 

实验 2  为了证明弧度距离在多分辨条件下相

较于欧式距离、模式距离、形态距离以及夹角距离

的稳定性优势，实验 2 分别将序列压缩至 5 种不同

分段数进行比较，距离计算结果详见表 6。欧式距

离在分段数为 50、100 和 200 时，模式距离在各分 

段数，形态距离在分段数为 50 和 100 时，夹角距离 

在分段数为 80 时，对序列对的趋势差异识别不够合

理，均未能准确地判断出差异最大的序列对。相对

地，基于弧度距离的相似度量在不同分辨率下对于

序列对的相似性都保持了持续稳定的识别能力。在

各种分辨率下，使用弧度距离进行相似度量得到的

结果与视觉判断完全一致，即 S1 与 S2 最相似，S3

与 S4最不相似，适用于序列的相似性分析、分类和

聚类。 

5  结束语 

基于分段弧度的时间序列近似表达及时间序列

的弧度距离能够有效地度量序列的形态和分段趋势

相似性，实验证明，弧度距离算法简洁，同时具有

稳定的多分辨率特性，能够准确地比较序列对的趋

势差异，同时具有序列分割算法独立性的特点，为

序列相似性分析提供了新的方法，可用于时序数据

的相似查询、模式匹配、分聚类及其他挖掘任务。 
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表 4 模式、形态、夹角、弧度距离比较(采用 PIP 分割算法) 

距离类型 S1与 S2 S1与 S3 S1与 S4 S2与 S3 S2与 S4 S3与 S4 

模式距离(Dptn) 0.205 0.401 1.064 0.357 1.283 1.164 

形态距离(Dshape) 0.026 0.081 0.195 0.071 0.312 0.172 

夹角距离(Dia) 0.603 0.674 0.704 0.565 0.590 0.655 

弧度距离(Drad) 0.027 0.061 0.169 0.077 0.103 0.184 

表 5 模式、形态、夹角、弧度距离比较(采用 PF 分割算法) 

距离类型 S1与 S2 S1与 S3 S1与 S4 S2与 S3 S2与 S4 S3与 S4 

模式距离(Dptn) 0.633 0.849 0.842 0.952 0.970 0.699 

形态距离(Dshape) 0.053 0.095 0.112 0.076 0.087 0.081 

夹角距离(Dia) 0.664 0.742 0.744 0.659 0.656 0.732 

弧度距离(Drad) 0.035 0.078 0.199 0.063 0.208 0.239 

 

表 6 多分辨率下欧式、模式、形态、夹角、弧度距离比较 

分段数 
距离 
类型 

S1与 S2 S1与 S4 S2与 S4 S3与 S4 

Deuc 0.448 5.562 5.652 4.706 

Dptn 1.455 1.481 1.175 1.051 

Dshape 0.122 0.285 0.072 0.371 

Dia 0.569 0.605 0.639 0.647 

50 

Drad 0.120 0.463 0.528 0.599 

Deuc 0.743 5.132 5.359 5.506 

Dptn 0.690 0.924 1.030 0.945 

Dshape 0.054 0.081 0.073 0.103 

Dia 0.426 0.545 0.475 0.52 

80 

Drad 0.017 0.076 0.057 0.079 

Deuc 0.701 7.27 7.471 6.856 

Dptn 0.958 0.665 1.13 1.141 

Dshape 0.035 0.246 0.042 0.152 

Dia 0.584 0.646 0.623 0.669 

100 

Drad 0.035 0.299 0.227 0.359 

Deuc 0.982 8.769 9.790 8.922 

Dptn 0.741 1.044 1.032 0.806 

Dshape 0.054 0.086 0.117 0.133 

Dia 0.611 0.628 0.647 0.66 

200 

Drad 0.021 0.063 0.075 0.135 
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