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基于相关域的二维自适应波束形成算法 

和  洁    冯大政    吕  晖    向  聪 
 (西安电子科技大学雷达信号处理国家重点实验室  西安  710071) 

摘  要：该文针对使用最小方差无失真响应算法进行 2 维波束形成时需要大量采样数据和庞大计算复杂度这一问

题，提出一种基于相关域的 2 维自适应波束形成算法。通过将高维权向量分解成两个低维权向量的 Kronecker 积形

式，使用双迭代算法利用相关域信息求解出两个低维权向量，从而降低了估计采样相关矩阵所需的采样数据和计算

量。实验仿真表明，所提算法具有良好的收敛性能，在采样数较小的情况下，能够更好地抑制干扰信号。 
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Two-dimensional Adaptive Beamforming Based on Correlation Matrix 

He Jie    Feng Da-zheng    Lü Hui    Xiang Cong 
(National Laboratory of Radar Signal Processing, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: Considering the issue that two-dimensional beamforming usually takes a great deal of sampling data and 

has very high computation complexity by using Minimum Variance Distortionless Response (MVDR) beamformer, 

a Two-Dimensional Adaptive Beamforming (TDAB) algorithm based on correlation matrix is proposed. 

High-dimensional weight vector is written as the Kronecker product of two low-dimensional weight vectors. By 

utilizing a bi-iterative algorithm, two low-dimensional weight vectors can be solved on the basis of correlation 

matrix, which decrease the computational complexity and the number of training samples for correlation matrix 

estimates．Simulations results demonstrate that TDAB can converge very well and achieve better performance of 

interference suppression in the presence of short data records. 
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(MVDR); Computational complexity  

1  引言  

波束形成 [1 6]− 是阵列信号处理中的一项重要技

术，它在雷达、声纳、卫星通信等领域均有广泛应

用，这项技术的实质是进行空域匹配滤波，增强期

望信号的功率，抑制接收的干扰信号。由于可以针

对不同环境做自适应处理，自适应波束形成一直都

是阵列信号处理的研究热点。许多著名的学者已经

提出了一些经典的算法，其中最为著名的是最小方

差无失真响应波束形成器(MVDR) [2 5]− 。然而，一直

以来 MVDR 有一个问题都没有得到很好的解决，那

就是为了得到稳定的协方差矩阵估计所需的较长观

测时间与追踪目标动态行为变化所需的较短观测时

间之间的矛盾[3]。对于大孔径阵列天线，这个问题尤

为明显。为了解决这个问题，一些很有影响力的文

章里已经提出了一些解决方法。第 1 个方法是对角
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加载[5,6]，这实际上是一种加权投影方法，即给采样

协方差矩阵的对角线上的每一个元素都加上一个固

定的值。第 2 个方法是降秩处理[3,7]。降秩处理能够

降低实时计算量，提高自适应收敛性能并且提高算

法稳健性。 
在实际应用中，目标和干扰信号均位于 3 维空

间，即需要在方位和俯仰方向进行 2 维波束形成，

这样匹配滤波的权向量维数就会激增。因此用于精

确估计协方差矩阵所用的快拍数和计算协方差矩阵

及其逆矩阵的计算量都会显著增大，给工程实现带

来很大困难。 
针对以上缺点，基于矩形平面阵列，本文提出

一种基于相关域的 2 维自适应波束形成算法

(TDAB)。将高维加权向量分解为两个低维加权向量

的 Kronecker 积的形式，通过双迭代算法利用相关

矩阵求解出两个低维权向量，再将其还原为高维权

向量，从而解决了采样数据矛盾的问题，并且降低

了计算量。 
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2  2 维 MVDR 波束形成算法 

假设在 XOY 平面内放置矩形阵列如图 1 所示，

第 j 行第 i 列的阵元( ),i j 的位置为 

 

图 1 阵列模型 

( , , 0),  1, , ,   1, ,ij i jx y i M j N= = =u    (1) 

其中 ,i jx y 分别是阵元( , )i j 在 X 轴和 Y 轴上的坐标。

阵元( , )i j 接收信号时的波程差为 

sin cos sinij i jx yΔ θ ϕ ϕ= +              (2) 

则接收信号的导向矢量矩阵 ( ),θ ϕA 中第 ( ),i j 个元

素为 
( ), exp( 2 / ),  1, , ,  1, ,ij ijA j i M j Nθ ϕ πΔ λ= = =  

(3) 

在第 t ( )1,2, ,t T= 次采样时刻，假设期望信号为

( )s t ，第 l 个干扰信号为 ( )lJ t ，则阵元( , )i j 上的总

响应为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1

, ,
L

ij ij ij l l l ij
l

x t A s t A J t n tθ ϕ θ ϕ
=

= + +∑  

(4) 

其中 0 0,θ ϕ 分别为期望信号的方位角和俯仰角，

( ), 1, ,l l l Lθ ϕ = 分别为第 l 个干扰信号的方位角和

俯仰角， ( )ijn t 为第 t 次采样时刻阵元( , )i j 上的测量

噪声。按照阵元空间位置排列的接收信号矩阵可以

写为 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

N

N

M M MN

x t x t x t

x t x t x t
t

x t x t x t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X     (5) 

设波束形成时对应的阵元( , )i j 的加权量为 ijw ，则总

响应的加权矩阵为 
11 12 1

21 22 2

1 2

N

N

M M MN

w w w

w w w

w w w

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

W            (6) 

将式(5)和式(6)分别进行列堆栈，得到的数据向量和

加权向量分别为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 1 12

T
2 1

vec( ) [ , , , , ,

         , , , , ]

M

M N MN

t t x t x t x t

x t x t x t

= =x X

 (7) 

11 1 12 2

T
1

vec( ) [ , , , , , , ,

       , , ]

M M

N MN

w w w w

w w

= =w W

     (8) 

则接收信号也可以写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1

, , ( ) vec( )
L

l l l
l

t s t J t n tθ ϕ θ ϕ
=

= + +∑x a a (9) 

其中 ( , ) vec( ( , ))θ ϕ θ ϕ=a A 。那么第 t 次采样时刻波

束形成器的输出为 
( ) ( )Hy t t= w x              (10) 

使用经典的 MVDR 算法进行 2 维波束形成，可

以得到以下约束方程 

( ){ }2H Hmin    xE t =w x w R w       (11a)   

H
0 0s.t.         ( , ) 1θ ϕ =w a            (11b) 

其中相关矩阵 ( ) ( )H{ }x E t t=R x x 。利用 Lagrange
乘子算法可以得到约束方程(11)的解 

1
0 0

H 1
0 0 0 0

( , )

( , ) ( , )
x

x

θ ϕ
θ ϕ θ ϕ

−

−=
R a

w
a R a

           (12) 

但是对于 2 维矩阵阵列，由于估计协方差矩阵 xR 需

要大量的采样数 ( 2 )T MN≥ [8]，并且求解式(11)时的

运算量为 2 3[ ( ) ( ) ]T MN MN+O ，在工程实现上造成

很大困难。 

3  基于相关域的 2 维自适应波束形成算法 

为了解决MVDR算法进行2维自适应波束形成

时产生的上述问题，本文提出一种基于相关域的 2
维自适应波束形成算法。首先对接收信号矩阵 ( )tX
进行行堆栈处理，将 ( )tX 的行向量首尾相接排列成

新的行向量 ( )tx ，即 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 1 21 2

TT
1

= [ , , , , , , ,

        , , ]= vec( )

N N

M MN

t x t x t x t x t

x t x t t⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

x

X  (13) 

这样，第 t 次采样时刻波束形成器的输出也可以写

为 
( ) ( )H Hy t t= =w x x w               (14) 

其中加权向量 11 1 21 2 1 =[ , , , , , , , ,N N Mw w w w ww  

, ]MNw 是由加权矩阵W 进行行堆栈处理所得。那

么约束方程(11)也可以写为 

( ){ } ( ){ }2 2H H Hmin   = xE t E t =w x x w wR w (15a) 

H
0 0s.t.   ( , ) 1θ ϕ =a w                     (15b) 

其中相关矩阵 ( ) ( )H{ }x E t t=R x x ，并且 0 0( , )θ ϕa  
T T

0 0 0 0= ( , ) ( , )r tθ ϕ θ ϕ⊗a a 。假设使用 ( , )m nC 表示矩阵

C 的第(m,n)个元素，那么 xR 的元素可以写为 
( ) ( )(( 1) ,( 1) )x mn ijn M m j M i x t x t∗− + − + =R ， ,m i  
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1, ,M= 并且 , 1, ,n j N= ，由式(14)和相关矩阵

xR 和 xR 的 定 义 ， 可 以 得 到 (( 1) ,x m N n− +R  

( 1) ) (( 1) ,( 1) )xi N j n M m j M i∗− + = − + − +R ，即可

以通过改变 xR 中元素的排列位置得到 xR ，从而降

低了计算量。根据经典的变量分离方法，将加权向

量中的元素 , ( 1, , , 1, , )i jw i M j N= = 写为 ,i jw  

i ju v∗= [9]。那么加权向量w和w就可以表示为 

1 1 1 1 2 2

T
1

 = [ , , , , , , ,

       , , ]

M M

N M N

u v u v u v u v

u v u v

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗= ⊗

w

v u     (16) 

( )

1 1 1 2 1 2

T
1

 = [ , , , , , , ,

      , , ]

N N

M M N

u v u v u v u v

u v u v

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗= ⊗

w

u v      (17) 

其中 T
1 2[ , , , ]Nv v v=v 并且 T

1 2[ , , , ]Mu u u=u 。将

相关矩阵 xR 和 xR 分别划分为 2N 和 2M 个分块矩

阵，即 

11 12 1

21 22 2

1 1

N

N

x

N N NN

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R R R

R R R
R

R R R

          (18) 

11 12 1

21 22 2

1 2

M

M

x

M M MM

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R R R

R R R
R

R R R

         (19) 

其中 ( , 1, , )nm n m N=R 为 xR 的第 ( ),n m 个M M×
分块矩阵， ( , 1, , )nm n m M=R 为 xR 的第 ( ),n m 个

N N× 分块矩阵。令 ( ):a b tc 表示从向量 ( )tc 中截取

的一段元素a至元素b的部分向量。 根据 xR 和 xR 的

定义, 子矩阵 nmR 和 nmR 可以分别通过式(20)，式

(21)求得 

( ) ( ) ( ) ( ){ }H
1 1: 1 1:nm n M nM m M mME t t− + − +=R x x   (20) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }H
1 1: 1 1:nm n N nN m N mNE t t− + − +=R x x    (21) 

那么式(11a)和式(15a)可以写为 
H

1 1 1 1

H
1 1

H

1 1

           =

M Mx x

M N M N

N N

n nm m
n m

u v u v

u v u v

u v u v

v v

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∑

w R w R

u R u          (22) 

[ ]

[ ]

H
1 1 1

H
1 1 1

H

1 1

, , , ,

             , , , ,

          

x N M N x

N M N

M M

n nm m
n m

u v u v u v

u v u v u v

u u

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗

= =

=

⋅

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∑

wR w R

v R v     .(23) 

因此，约束方程(11)和约束方程(15)可以分别表示为 
H H

H
0 0

min      

s.t.       ( , ) 1

x

θ ϕ

⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

w R w u Ru

u A v
          (24) 

H H

H H
0 0

min       

s.t.        ( , ) 1

x

θ ϕ

⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

wR w v Rv

v A u
        (25) 

其 中
1 1

N N
n nm mn m

v v∗
= =

= ∑ ∑R R 并 且 =R  

1 1

M M
n nm mn m

u u∗
= =∑ ∑ R 。将式(16)和式(17)分别代入 

优化准则式(11)和式(15)可以看出，两个优化准则均

是关于未知权向量u和v的双二次代价函数，但相

对于每一个权向量却是二次的，即固定u和v  中的

任意一个，优化准则式(11)和式(15)分别是剩余一个

权向量的二次方程。利用双迭代算法[9]求解u和v。
首先，固定式(24)中的v，利用 Lagrange 乘子算法

可以求出 
1

0 0
H H 1

0 0 0 0

( , )

( , ) ( , )

θ ϕ
θ ϕ θ ϕ

−

−=
R A v

u
v A R A v

      (26)  

然后，固定式(25)中的u，由 Lagrange 乘子法求解

得 
1 H

0 0
H 1 H

0 0 0 0

( , )

( , ) ( , )

θ ϕ
θ ϕ θ ϕ

−

−=
R A u

v
u A R A u

      (27)   

基于循环最小化思想[10]，基于相关域的 2 维自

适应波束形成算法步骤如下： 
(1)随机给定初始值 (0)v 和 (0)u ，并将 (0)v 归一

化。 
(2)对 1,2,i = ，进行第(3)步至第(5)步。 
(3)将 ( 1)i −v 代入式(26)，计算 ( ) 1( 1)i i−= −u R  

( ) ( )H H 1
0 0 0 0 0( , ) 1 1 ( , ) ( 1) ( ,i i iθ ϕ θ ϕ θ−⎡⋅ − − −⎢⎣A v v A R A

( )]0) 1iϕ −v ，其中
1 1

( 1) ( 1)
N N

nn m
i v i

= =
− = −∑ ∑R  

( 1)nm mv i∗⋅ −R ，这里的 nmR 为 ( 1)i −R 的第 ( ),n m 个

M M× 分块矩阵。 
(4)将 ( )iu 代入式(27)，计算 1 H

0( ) ( ) ( ,i i θ−=v R A  
H 1 H

0 0 0 0 0) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )i i i iϕ θ ϕ θ ϕ−⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦u u A R A u ， 其 中

( )iR
1 1

( ) ( )
M M

n nm mn m
u i u i∗

= =
= ∑ ∑ R ， nmR 是 ( )iR 的第 

( ),n m 个N N× 分块矩阵。 
(5)如果 ( 1) ( ) ( )i i i ε− − <u u u 并且 || ( 1)i −v  

( )||/ ( )i i ε− <v v ，其中 0 1ε< ，则结束迭代，输

出 ( )iu 和 ( )iv ；否则， 1i i= + ，转至步骤(3)。 
    根据文献[9]中双迭代方法的分析，本文提出的

基于相关域的 2 维自适应波束形成算法是渐近收敛 

的。由
1 1

=
N N

n nm mn m
v v∗

= =∑ ∑R R 和
1 1

=
M M

nn m
u

= =∑ ∑R   

nm mu∗⋅R 两个低维相关矩阵可以看出，采样数T 应大

于2max( , )M N [8]。此外如图 2 所示，如果 0.001ε = ，
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TDAB 经过 5 步迭代即可实现收敛。因此，TDAB

算法中求解两个低维权向量时的计算复杂度为
2 2 3 3{5[ ( ) ( )]}T M N M N+ + +O 。 由 于 一 般 有

max( , )M N MN 并且T T ，因此提出的 TDAB

能够有效的降低 2 维波束形成的计算复杂度和采样

数据要求。 

4  实验仿真 

仿真中，阵列为均匀分布在 XOY 平面内的

10 11× 矩形阵，即 10, 11N M= = 。最大相邻阵元

间距小于半波长。各阵元噪声为零均值的白复高斯

噪声，来自远场的窄带信号之间及噪声之间互不相

关。假设期望信号方向为 (0 , 0 )，两个干扰信号分

别来自( 40 , 30 )− − 和(60 ,50 )。假设信噪比 SNR= 

-10 dB，两个干扰信号的干噪比均为 INR=20 dB，

为了方便说明性能改善程度，定义改善因子 IF 为输

出信干噪比与输入信干噪比的比值。由图 2 可以看

出，TDAB 算法经过 5 次迭代能够很好的收敛。图

3 为采样数 300T = 时，MVDR 与 TDAB 进行 2 维

波束形成的归一化方向图对比。图 4 为图 3 中

MVDR 与 TDAB 算法 2 维方向图的等高线图。为

了更直观的对比观察，图 5 给出了分别在方位角和

俯仰角上的剖面方向图，其中实线表示 MVDR 算

法，实线加星号表示 TDAB 算法。从这几组对比图

可以看出，在采样数较小的情况下，TDAB 算法 2 

维波束形成的性能明显优于 MVDR。图 6 给出经过 

100 次 Monte Carlo 仿真所得到的最优 MVDR，

MVDR 和 TDAB 算法的性能比较。图 6 分别为样

本数较小即T 从 22 变化到 1000 的性能比较，和样

本数较大即T 从 35 10× 变化到 44 10× 的性能比较。

可以看出，MVDR 和 TDAB 算法的性能均收敛于

最优 MVDR 的性能，但是 TDAB 算法的收敛速度

明显比 MVDR 的收敛速度快。当样本数目非常大的

时候，估计出的协方差矩阵接近理想的协方差矩阵，

因此随着样本数目进一步增大，MVDR 的性能会超

过 TDAB。 

5  结论 

实际应用中需要对方位向和俯仰向进行 2 维波

束形成，然而使用 MVDR 算法所需的样本数据和计

算量相对于1维MVDR将急剧增加，针对这一问题，

本文提出了一种基于相关域的 2 维自适应波束形成

算法。将接收数据分别进行列堆栈和行堆栈，构造

相关矩阵，然后将高维加权向量分解为两个低维加

权向量的 Kronecker 积的形式，通过迭代求解两个

低维加权向量得到高维加权向量，不仅降低了所需

样本数目，还降低了计算复杂度。仿真实验表明，

在小样本情况下，TDAB 能够更好的抑制干扰，其

2 维波束形成的性能明显优于 MVDR，并且 TDAB

收敛所需的迭代次数较少，有较强的实用价值。 

 

图 2 0.001ε = 时改善因子随迭代次数变化曲线   图 3 2 维波束形成的归一化方向图对比       图 4 2 维方向图的等高线图对比 
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图 5 方位角和俯仰角上                                  图 6 100 次蒙特卡罗仿真后 

的剖面方向图对比                                    改善因子随样本数变化曲线 
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