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基于 FrFT 的 LFM 相参脉冲信号多普勒频率变化率估计算法 

李  宏    秦玉亮    李彦鹏    王宏强    黎  湘 
(国防科技大学电子科学与工程学院  长沙  410073) 

摘  要：线性调频信号(LFM)在雷达中广泛应用，精确获取观测 LFM 信号中的多普勒频率变化率信息是单站无源

定位与跟踪系统的一项关键技术。该文提出了基于分数阶 Fourier 变换(FrFT)的多普勒频率变化率估计算法，在分

数阶变换域上使信号能量聚集，消除调频率对参数估计的影响的同时充分提高了信噪比，进而利用保留的脉冲间相

对相位关系获得了多普勒频率变化率的高精度估计。理论分析表明，该算法估计精度接近理论下界，数值仿真验证

了算法的有效性。 
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A FrFT Based Algorithm for Doppler Frequency Rate  
Estimation from LFM Coherent Pulse Train 

Li Hong    Qin Yu-liang    Li Yan-peng    Wang Hong-qiang    Li Xiang 
(School of Electronic Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha 410073, China) 

Abstract: LFM signal is widely used in radar application. It is a key technology to obtain the high accuracy 

estimation of the Doppler frequency rate from the observed LFM signals. In this paper, a Fractional Fourier 

Transform (FrFT) based Doppler frequency rate estimation algorithm is proposed. The signal energy is 

congregated in the fractional Fourier transform domain. The signal to noise rate is strengthen and the infection of 

the frequency rate of LFM signal is eliminated. The coherent phase information is utilized to obtain the Doppler 

frequency rate estimates. The theoretical analysis indicates that the estimation variance approaches the theoretical 

low band. The simulation results validate the presented algorithm. 
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1  引言  

运动辐射源相对于观测平台的径向加速度信息

反映在观测信号的多普勒变化率中，利用多普勒频

率变化率信息可以对辐射源进行无源定位和跟踪，

其定位和跟踪的速度和精度优于传统基于角信息的

定位方法[1]。在实际场景中，受实际目标运动速度和

雷达载频的限制，反映到观测信号中的多普勒频率

变化率非常微弱，通常为 102  Hz/s 量级[2]。而在无

源定位与跟踪系统中，对多普勒频率变化率的估计

精度要求精确到 100 Hz/s 量级，因此高精度提取多

普勒频率变化率是实现这一类无源定位与跟踪的关

键技术。目前，大多数雷达采用 LFM 脉冲压缩波形，

如火控雷达、探测、成像雷达等，脉冲宽度通常为

微秒量级，通过对单个脉冲信号的处理提取多普勒

频率变化率很难满足无源定位和跟踪的要求。 
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近年来，许多研究者开展了利用雷达相参脉冲

串信号的相参特性提高多普勒频率变化率估计精度

的研究。文献[2]通过对相参脉冲在载频处的离散傅

立叶变换谱做相关运算实现了多普勒频率变化率的

精确估计；文献[3]利用小波变换的时频局部化特性

抑制噪声，获得了多普勒频率变化率的高精度估计。

但对脉内存在调制的 LFM 相参脉冲信号，该些方法

并不适用。文献[4]通过相参脉冲间的相关运算消除

脉内调制的影响，但相关运算引入了信号与噪声的

交叉项，算法估计性能非最优。文献[5]通过计算脉

冲信号在小波脊线上的渐进小波变换在尺度域上抑

制噪声，提高低信噪比时多普勒频率变化率的估计

精度。从充分利用 LFM 信号能量提高信噪比角度分

析，小波变换不是最优的。对于 LFM 信号，分数阶

Fourier 变换与匹配滤波等效，可获得最大输出信噪

比[6]。本文将分数阶 Fourier 变换应用于 LFM 相参

脉冲多普勒频率变化率估计问题，提出了一种新的

多普勒频率变化率高精度估计算法。 
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本文第2节简单介绍了分数阶Fourier变换的定

义；第 3 节给出了观测 LFM 相参脉冲信号模型；第

4 节详细推导了基于分数阶 Fourier 变换的 LFM 相

参脉冲信号多普勒频率变化率估计算法，并给出了

估计方差的理论值；第 5 节推导了参数估计的

Cramer-Rao 下界的表达式；第 6 节为算法性能分析

及仿真实验，最后为本文的结论。 

2  分数阶 Fourier 变换 

分数阶Fourier变换是对经典Fourier变换的推

广，具有时频旋转特性，是一种统一的时频变换。

近年来，在光学、信号处理等领域得到越来越广泛

的应用。 
通常用 aF 表示a 阶分数Fourier变换算子，信号

( )x t 分数Fourier变换的定义为[7] 

( ) [ ( )]( ) ( , ) ( )da
aX u F x t u K u t x t tα ∞

−∞
= = ∫    (1) 

式中 /2aα π= 可理解为时频平面旋转的角度，积分

核函数 ( , )aK u t 表示为 
2 2( cot 2 csc cot )exp ,
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分数阶 Fourier 变换离散快速算法是其应用的

关键，目前已经提出了几种离散型分数阶 Fourier
变换快速算法，计算复杂度与传统 Fourier 变换相 
当[8]。 

3  观测信号模型 

在工程应用中一般将目标辐射源和观测平台的

相对距离近似展开为时间的二次项，一次项表示目

标相对于观测平台径向速度，二次项表示径向加速

度，在接收信号中则体现为多普勒频率和多普勒频

率变化率。文献[2-5]中，均假设观测平台在目标雷

达一次扫描内接收到的信号时长很短，将此时间内

多普勒频率变化率近似为一常量，本文沿用这一假

设。 
观测平台接收到的 LFM 相参脉冲信号可表示

为 
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式中 cf 为信号载频， df 为多普勒频率， df 为多普勒

频率变化率， 0ϕ 为初相， pT 为第 p个脉冲到达时间，

κ为 LFM 信号调频斜率， rect( / )t τ 为脉宽为 τ的矩

形函数。 
接收信号经混频后得到的中频信号为 

{
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式中 I c d Lf f f f= + − ， Lf 为本振频率，混频后信号

的初相仍用 0ϕ 表示。 
假设系统噪声为零均值加性复高斯平稳白噪

声，其双边功率谱密度为 0N ，且在处理信号时长内
其统计特性不变，则待处理信号可表示为信号加噪
声的形式。 

( ) ( ) ( )r t s t tυ= +                   (5) 

经变量代换 pt t T= + ，可得第 p个脉冲的表达

式为 
( ) ( ) ( ),   | | /2p p pr t s t t tυ τ= + ≤       (6) 

式中 ( ) ( )p pt t Tυ υ= + ，信号项 ( )ps t 表示为 
2(2 )( ) exp ,   | | /2p d pp j f t ts t A tπ πκ ϕ τ⎡ ⎤+ += ≤⎢ ⎥⎣ ⎦  (7) 

式中 p I d pf f f T= + ， d dfκ κ= + ， 0 2p I pf Tϕ ϕ π= +  
2

d pf Tπ+ 。 

4  分数阶 Fourier 变换估计多普勒频率变化

率算法 

4.1 相参 LFM 脉冲信号的分数阶 Fourier 变换 
观测信号模型式(6)的分数阶 Fourier 变换可表

示为 
/2

/2
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不失一般性，假设 0 /2α π< < ，令 cot αα κ= − ，

cscu fαα = ，则 

{ }1/2 ( , ) /4( ) (csc ) exp
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式 中 2( , ) /2 cotu uϑ α α π α= + ， ( , )I x y =   

{ }/2 2

/2
2exp dxt ytj t

τ
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−
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当 dακ κ= ， pf fα = 时， ( , )p dI f fα ακ κ− − 达到

最大值(见图 1(a))，信号能量在分数阶 Fourier 变换

域聚集，式(9)中 | |pRα 将出现峰值，因此，信号参数

dκ 和 pf 估计过程可描述为 
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图 1 ( , )I x y 的幅度和相位响应 

利用式(10)进行参数估计需要进行 2 维搜索，

当对估计精度较高时，需要很大的运算量。文献[9]
提出的拟Newton算法可兼顾精度和运算量的要求，

关于迭代初值的选取可参考文献[10]。 
要获得 ( , )I x y 相位的解析表达式非常困难，但

从图 1(b)仿真结果可以看出， ( , )I x y 的相位在

(0, )I y 和 ( , 0)I x 的主波瓣区域内较平坦，经计算其

宽度分别为2/τ 和 72/5τ 。当满足条件：| | 1/x τ，
2| | 36/5y τ 时，积分式 ( , )I x y 可采用如下近似： 

2

( , ) exp
12

y
I x y j

πτ
τ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≈ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
         (11) 

通常观测时长不超过 110  s− 量级， df 为 102  

Hz/s 量级，而脉冲宽度为 610− ~ 510−  s 量级，因此

有如下条件成立： 

1 1( ) 1/P d Pf f f T T τ− = −        (12) 

又根据式(7)，对于不同脉冲均有： d dfκ κ= + ，根

据式(11)，有 

1( , ) ( , ) 0,

      2, 3, ,

p d dI f f I f f

p P

α α α ακ κ κ κ− − − − − ≈

=   (13) 

即脉冲间参数 pf 差异对式(9)中积分式 ( ,pI f fα−  
)d ακ κ− 的幅度和相位影响可忽略不计。 

假设第 p个脉冲分数阶 Fourier 变换 | |pRα 的峰

值位置估计为 ( , )p pu α ，则 dκ 和 pf 的估计值分别为

cotp pκ α= − 和 cscp ppf u α= ，则有 
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式中 p pf f fΔ = − ， pdκ κ κΔ = − 分别表示频率和调

频斜率的估计偏差。当 dκ 和 pf 的估计精度较高时，

满足条件：| | 1/f τΔ ， 2| | 36/5κ τΔ ， ( )p
ppR uα 可

近似表示为 

{ }

1/2( ) (csc )
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式中 2( ) /12pp dφ π κ κ τ= − ， ( , ) /4 /2p p puθ α π α= − +  
2 cotp puπ α+ ， ( , )p p pp uε ε α ，可见 ( )p

ppR uα 的相位

受估计值偏差的影响较大，不利于后续参数估计。 
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计方差为原方差1/P 。将每个脉冲信号在( , )df κ 处作

分数阶 Fourier 展开，则式(15)可简化为 

 

{
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式中 ,uα 满足 cotdκ α=− ， cscf u α= 。可见，式

(16)消除了脉冲间由于估计偏差引入的相位误差。 
由于分数阶 Fourier 变换为线性变换，式(16)

中噪声项 pε 仍为复高斯平稳白噪声，其均值和方差

分别为 
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因此， ( )pR uα 的信噪比表示为： 0SNR /RP E N= ，其

中 2E A τ= 表示脉冲信号能量。 
由式(16)，式(17)可见，相参脉冲串信号中各

LFM脉冲在分数阶Fourier变换域( , )uα 处变换不仅

保留了原脉冲串相位间相对关系，即保留了相参性，

而且充分提高了信噪比。 
4.2 多普勒频率变化估计算法 

根据文献[11]，若式(16)表示信号的信噪比较高

(≥ 10 dB)时，高斯白噪声 pε 可等效为零均值实相位

高斯白噪声 pξ ，式(16)的相位测量值可表示为 
2

0 2
Arg[ ( )] ˆ2 ( , )p I p d p pR u f T f T uα

π
ϕ π π θ α ξ⎡ ⎤≈ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  
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式中 2[ ] {( )mod2 }x xπ π π π= + − ，即 2[ ] [ , )x π π π∈ − 。 
利用相位测量值构造如下统计量： 
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式中 1 1 1( ) 2p p pe p T T T+ −= − + 可看作脉冲重复周期

的抖动误差； 2 2 2
2 1 1( ) 2p p pe p T T T+ −= − + ，设 PRIT 表示
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脉冲重复间隔的均值，则 2
2 PRI( ) 2e p T≈ ； 1( ) ppν ξ +=  

12 p pξ ξ −− + 。  
式(19)表示的相位测量值 ( )Z p 不发生相位模糊

的条件为 

max

2
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| | 1

1

2
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d

f f

f
T

σ ⎫⎪− ⎪⎪⎪⎬⎪< ⎪⎪⎪⎭

          (20) 

式中 max 1max{ ( )}e pσ = 。若满足式(20)表示的条件，

则相位测量值 ( )Z p 可写为 

1 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )I dZ p f f e p f e p pπ π ν= − + +     (21) 

若定义 T[   ]I df f f= −x ，则可将相位测量值 ( )Z p 表

示为矢量形式。 

= +Z Hx v              (22) 

根据最小方差准则可得x 的估计值和方差分别

为 
T 1 1 T 1( )− − −=x H C H H C Z        (23) 

式中 1−C 表示噪声 ( )pν 的协方差矩阵的逆。噪声

( )pν 为二阶滑动平均过程，其协方差矩阵为[4,5] 
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若脉冲重复频率稳定度很高，即 1( ) 0e p = ，则

式(19)可简化为 
2
PRI( ) 2 ( ),   2, 3, , 1dZ p f T p p Pπ ν= + = −   (25) 

式中 PRIT 表示脉冲重复周期。式(25)的最小方差解

可表示为加权求和的形式[12]： 
1
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式中 
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估计误差的方差为 

( ) 2 5 4
0 PRI

1 90
var

df E N P Tη π
≈       (27) 

式中 η表示由于 LFM 信号调频率和初始频率偏离

真值引起的信噪比损失因子。利用式(26)估计多普

勒频率变化率 df 无须计算 1−C 及矩阵运算，减小了

计算量。式(26)给出的估计方法的信噪比门限约为

10 dB[12]。 

4.3 快速处理算法 
前述算法需要对脉冲串中每个脉冲进行分数阶

Fourier 变换估计参数 pf 和 dκ ，需要很大运算量。根

据式(12)-式(16)的分析可知，若获得脉冲串中一个

脉冲的参数估计值，假设在分数阶 Fourier 变换域该

估计值表为 0 0( , )uα ，那么只需计算所有脉冲信号在

0 0( , )uα 处的分数阶 Fourier 变换值，这一简化处理

避免了对每个脉冲都进行大运算量的调频斜率和等

效载频参数估计过程，可大大降低算法的运算量，

但对 0 0( , )uα 的估计精度要求稍高。 

5  多普勒频率变化率估计的 Cramer-Rao 下

界 

本节推导式(4)信号多普勒频率变化率 df ，载频

If ，初相 0ϕ 及脉内调制参数 κ 联合估计时 df 的

Cramer-Rao 下界(CRLB)。将式(4)表示为更一般的

形式： 

{

}

0 1
1

2 2
2 3

( ) exp ( ) 

       ( ) ,  /2

P

p
p

p

s t A j a a t T

a t T a t t τ

=

⎡= + +⎣

⎤+ + + ≤⎥⎦

∑

    (28) 

式中 0 0a ϕ= ， 1 2 Ia fπ= ， 2 da fπ= ， 3a πκ= 。 

假设采样率为1/Δ，每个脉冲采样点数均为N ，

则离散观测信号模型可表示为 

{ }2 2
0 1 2 3

0 0 0

( ) ( ) ( )

      exp + + ( ),

        , 1, , 1,

        0,1, , 1

p p p

p p p

r n s n n

A j a a n a n a n n

n n n n N

p P

υ

υ

= +

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
= + + −

= − (29) 

式中 p pn n K= + 。 
令 ( ) ( ) ( )p p pr n X n jY n= + ， ( ) ( )p ps n nμ= +  

( )pjv n ， 2 2
0 1 2 3( )p p pn a a n a n a nϕ = + + + ，则 

( ) cos ( ) ,   ( ) sin ( )p p p pn A n v n A nμ ϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (30) 

设 T
0 1 2 3[ , , , ]a a a a=θ ，则 ( )pr n 的联合概率密度为 

(

) ( )

0

0

11

2 2
0

2 2

1 1
( ; ) exp ( )

( ) ( ) ( )

n NPN P

p
p n n

p p p

f X n

n Y n v n

υ υπσ σ

μ

+ −−

= =

⎧⎪⎛ ⎞ ⎪ ⎡⎟⎜= − ⋅⎨⎟⎜ ⎢⎟ ⎣⎟⎜ ⎪⎝ ⎠ ⎪⎩
⎫⎪⎪⎤⎪− + − ⎬⎥⎪⎦⎪⎪⎭

∑ ∑r θ

 (31) 

Fisher 信息矩阵J 的元素由式(32)给出： 

0

0

2

11

2
0

ln ( ; )

( ) ( ) ( ) ( )2
   

ij
i j

n NP
p p p p

i j i ip n n

J E f

n n v n v n

υ

α α

μ μ

σ θ θ θ θ

+ −−

= =

⎧ ⎫⎪ ⎪∂⎪ ⎪= − ⎨ ⎬⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥= +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∑ ∑

r θ

 

(32) 
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脉冲重复频率固定，则 pK K p= ⋅ 。当 0n =  
( 1)/2N− − 时，CRLB达到最小值。当 1N ， 1P

时，可利用如下近似关系[13]： 
( 1) 2 ( 1) 23 5

2 4

( 1) 2 ( 1) 2

,
12 80

n n

n n n n

N N
n n

− −

=− − =− −

≈ ≈∑ ∑    (33) 

1 1
2 2 3

0 0

1 1
3 4 4 5

0 0

1 1
, ,

2 3

1 1
,

4 5

P P

p p

P P

p p

p P p P

p P p P

− −

= =

− −

= =

⎫⎪⎪≈ ≈ ⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪≈ ≈ ⎪⎪⎪⎭

∑ ∑

∑ ∑
       (34) 

经过计算可得 
1

2 3,3

2

2 2 3 2 2 2 4

CRLB{ } { }

90
(5 )

a

A K NP N K P
υσ

Δ

−

+

=

≈

J

 (35) 

又 PRI/K T Δ= ， Nτ Δ= ，通常满足关系： PRITτ ，

故式(35)可进一步简化为 

5 4
PRI

2

2 2

90
CRLB{ }a

A N P T
υσ≈         (36) 

因此，多普勒频率变化率 df 估计的近似 CRLB 可表

示为 

5 4
PRI

2

2 2CRLB{ }
90

df A N P T
υσ

π
≈       (37) 

6  性能分析与仿真实验 

6.1 统计性能分析 
对于离散采样信号，式(27)中的 0/E N 等效为

2 2/A N υσ ，因此对于离散采样序列，式(27)等效的估

计方差为 

( )
2

2 2 5 4
PRI

90
var

df A N P T
υσ

η π
≈        (38) 

当每个 LFM 脉冲的调频率和初始频率估计精度较

高时 1η ≈ ，因此本文算法的估计方差可逼近

CRLB。 

由文献[14]可知，LFM 信号分数 Fourier 变换峰

值点的模平方的输出信噪比为 
2

out
SNR

SNR
2SNR 1

RP

RP

=
+

         (39) 

根据文献[15]的分析，分数阶 Fourier 变换的 LFM

信号参数估计精度表示为 
2

2 2 2

SNR 16
(2 ) SNR

RP
f

RP

σ
π τ

+
=        (40) 

2
2 4 2

SNR 190
SNR

RP

RP
κσ π τ

+
=          (41) 

为了可靠检测峰值，通常要求： out dB[SNR ] ≥  
13.2 dB，此时 3 1/fσ τ ， 23 7.2/κσ τ ，达到式

(11)的近似条件。由式(39)知，式(16)表示信号的信

噪比满足如下关系： 
outSNR 1

1
SNR 2 1/SNRRP RP

= <
+

       (42) 

即 满 足 ： out dB[SNR ] 13.2 dB≥ 时 ， 必 然 满 足

dB[SNR ]RP 13.2 dB> ，大于式(26)估计算法的信噪

比门限。 
综合以上分析，可知当信噪比满足 out dB[SNR ]  

13.2 dB≥ 时，本文提出的算法都能给出高精度多普

勒频率变化率估计。 
6.2 仿真实验 

为了检验本文多普勒频率变化率估计算法的性

能，利用 Matlab2008a 对其进行了 Monte-Carlo 仿

真实验。仿真的中频信号参数设置如下：中频频率：

If = 30 MHz；脉冲重复频率： prf 1f =  kHz；脉冲

宽度： τ = 8 μs；带宽：B = 4 MHz；多普勒频率

变化率真值： df = 62.5 Hz/s；采样频率： 100sf =  
MHz；观测时长： obT = 50 ms。 

对算法在不同信噪比下分别进行了 500 次

Monte-Carlo 仿真试验，信噪比从-20 dB 到 20 dB，

步进 2 dB，仿真结果如图 2 所示，图中还给出了文

献[4,5]中算法的仿真结果作为比较项。从中可以看

出，在 LFM 脉冲调频率和初始频率满足一定精度条

件下，本文多普勒频率变化率估计算法估计性能在

信噪比大于-10 dB 时与理论分析吻合较好。文献[4]
中基于脉冲间相关方法在高信噪比时与理论分析结

果一致，但在低信噪比时，与理论结果有较大偏差，

不是最优估计，这与文献[4]中分析结论一致。文献

[5]中基于渐进小波变换方法的估计性能与所选取的

小波脊线变换点有关，图 2 给出了一组较好的结果，

但在高信噪比下与理论结果仍有较大偏差。 
通常相参脉冲雷达的脉冲重复频率稳定度很

高，短期稳定度达到 1010−  Hz/s 量级，对算法的影

响非常小。 

7  结论 

本文提出了一种基于分数阶 Fourier 变换的 

 

图 2 不同多普勒频率变化率估计性能 
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LFM 相参脉冲信号多普勒频率变化率高精度估计

方法，通过对信号进行分数阶 Fourier 变换在分数阶

变换域充分提高了信噪比，分数阶 Fourier 变换结果

进行相关变换完成相位差分，消除相位模糊，获得

了多普勒频率变化率的最小方差估计。在脉冲重复

频率稳定度很高时，本文算法估计精度简接近理论

下界，相比已有算法具有更低的信噪比门限，可用

于低信噪比条件下 LFM 相参脉冲信号多普勒频率

变化率估计。 
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