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一种数值稳健且低复杂度的信号子空间估计新方法 
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摘  要：该文提出了一种数值稳健且低复杂度的信号子空间估计新方法。该方法通过多级维纳滤波器前向迭代构造

观测数据协方差矩阵三对角化的转换矩阵，其列向量为信号子空间的一组正交基。与传统的相关相减结构结构相比，

该文的多级维纳滤波器前向迭代通过 Householder 酉变换实现，显著增强了有限精度运算中信号子空间基向量的正

交性，提高了数值稳健性。此外，基于 Householder 矩阵的酉性质和矩阵后向累积提出了一种转换矩阵的快速计算

方法，降低了计算复杂度。计算机仿真结果验证了该方法的数值稳健性和计算效率。 
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A Numerically Robust and Low-complexity 
Method of Signal Subspace Estimation 
Zhuang Xue-bin    Lu Ming-quan    Feng Zhen-ming 

(Department of Electronic Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract: A numerically robust and low-complexity method of signal subspace estimation is proposed in the paper. 

The transform matrix to tridiagonalize the covariance matrix of observation data is constructed in the forward 

recursion of multistage Wiener filter (MSWF), and its columns span the signal subspace. Compared with the 

traditional method of correlation subtractive structure, the forward recursion in the method is implemented with 

the Householder unitary transform. Therefore, it strengthens significantly the orthogonality of basis vectors in the 

signal subspace and improves the numerical robustness, especially in the finite-precision implementation. Besides, 

a method of calculating the transform matrix is proposed to reduce the computational complexity based on the 

unitary property of the Householder matrix and backward accumulation of matrices. Finally, simulation results 

demonstrate the numerical robustness and computational efficiency of the proposed method. 
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1  引言  

信号子空间估计问题已经成为许多领域的关键

问题之一，如相控阵雷达的波达方向(DOA)估计和

空时自适应处理(STAP)等。传统的信号子空间估计

方法通常是对观测数据协方差矩阵进行特征值分解

(EVD)，对应大特征值的特征向量张成信号子空间，

其余特征向量张成噪声子空间。然而 EVD 的计算复

杂度非常高，运算量为 3 2( )O M M N+ ，其中M 为观

测数据的维数，N 为形成协方差矩阵的采样支持长

度。在很多工程应用中，特别是相控阵雷达和第三

代移动通信系统，观测数据的维数M 通常很大，从

而限制了实时应用。 
学者们提出了一系列方法来实现信号子空间的

快速估计。Xu 等人[1]提出了基于 Lanczos 的快速子
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空间分解方法，其运算量为 2 2( )O M P M N+ ，其中P

为信号子空间的维数。当P 远小于M 时，该方法的

计算量得到一定程度减轻，然而其仍然需要计算观

测数据协方差矩阵。另外一种方法是基于多级维纳

滤波器(MSWF)[2]前向迭代来估计信号子空间。基于

数据层次(data level)和相关相减结构(CSS)[3]，黄磊

等人 [4 6]− 提出了基于最小描述长度(MDL)的信号个

数估计方法 ，避免了协方差矩阵的估计，其运算量

仅为 ( )O MNP 。此外，沈明威等人 [7]提出了基于

MSWF 的非均匀ΣΔ -STAP 并行处理算法，在非均

匀环境下能快速检测动目标。另外，刘敏等人[8]基于

MSWF 提出了一种改进的信号子空间估计方法。然

而基于 data level 的 MSWF 前向迭代，特别是基于

CSS 的阻塞矩阵选择，尽管降低了计算复杂度，其

数值稳健性却无法得到保证，尤其在有限精度运算

中基向量的正交性可能急剧恶化，从而影响算法的

数值稳健性。为了解决 CSS-MSWF 在有限精度运
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算中的数值稳健性问题，Werner 等人[9]提出了基于

Householder 酉变换的 MSWF(HMSWF)，并将其应

用于 GPS 抗干扰的 STAP 算法中。本文在 HMSWF
的基础上提出了一种数值稳健且低复杂度的信号子

空间估计方法。首先构造了观测数据协方差矩阵三

对角化的转换矩阵，证明了其列向量为信号子空间

的一组正交基。与传统的基于 CSS-MSWF 信号子

空间估计方法相比，本文的 MSWF 前向迭代通过

Householder 酉变换实现，因此显著增强了有限精度

运算中基向量的正交性，提高了数值稳健性。此外，

本文基于 Householder 矩阵的酉性质和矩阵后向累

积提出了一种转换矩阵的快速计算方法，降低了计

算复杂度。 

2  相关知识 

2.1 信号模型 
假设M 个阵元的均匀线阵(ULA)接收到 P 个

窄带远场信号， 1M × 维的观测数据可以表示为 
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其中 k 为快拍时刻； ( )Mx k 代表第M 个天线阵元的

信号数据； ( )ks ， ( )A θ 和 ( )kn 分别表示信号矢量、

导向矩阵以及噪声矢量； ( )iθa 代表 DOA 为 iθ 的信

号导向矢量，并且具有如下形式： 
T

( 1)( ) 1, , ,i ij j M
i e eϕ ϕθ −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦a        (2) 

其中 2 sin /i idϕ π θ λ= ，d 和λ分别表示 ULA 阵的

阵元间距以及接收信号的载波波长。 
为了便于分析，假设接收信号具有不同的波达

方向 iθ ，并且所有信号为零均值的平稳高斯过程；

此外，噪声假设为时域白、空域白的零均值平稳高

斯过程，并且和信号不相关，即有 H{ ( ) ( )}E k ks n  
= 0 ， H 2{ ( ) ( )}E k k σ=n n I ，其中 2σ 为噪声方差。 
2.2 多级维纳滤波器 MSWF 

MSWF 是一种有效的降秩算法，其不需要对观

测数据协方差矩阵求逆即可得到维纳-霍夫方程的

渐近最优解，甚至不用计算观测数据协方差矩阵[2]。

图 1 给出了P 级的 MSWF 前向迭代过程。 
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图 1 MSWF 前向迭代 

相关相减结构(CSS-MSWF)是实现 MSWF 前

向迭代的一种有效算法 [3]，其阻塞矩阵 i =B I  
H

i i− h h ， ih 为互相关矢量。因此 CSS-MSWF 前向

迭代的第 i 级数据 ( )i kx 可通过式(3)得到 
H

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i ik k k d k− −= − = −x I h h x x h   (3) 

其中 ( )id k 为 MSWF 前向迭代的第 i 级期望信号。

CSS-MSWF 通过式(3)避免了计算矩阵向量乘法

1i i−B x ，因此计算量明显减小。此外，CSS-MSWF
由一组互相关矢量 ( 1,2, , )i i P=h 构成了转换矩阵

1 2[ , , , ]P P=T h h h 。文献[5]严格证明了在给定某一

初始期望信号的条件下， ( 1,2, , )i i P=h 为信号子

空间的一组正交基。 
然而 CSS-MSWF 中阻塞矩阵 iB 不具有酉性

质，即 H H,i i i i≠ ≠BB I B B I 。因此其将导致有限精

度运算中的舍入误差通过 MSWF 前向迭代而传播，

舍入误差积累，使算法的数值稳健性降低。为了解

决 CSS-MSWF 在有限精度运算中的数值稳健性问

题，Wiener 等人[9]提出了 HMSWF 并将其应用于

GPS 抗干扰的 STAP 算法中。HMSWF 前向迭代利

用 Householder 酉变换矩阵 iQ 实现了基于阻塞矩阵

,B iQ 和互相关矢量 ih 的正交子空间分解(即观测数

据的逐级分解)，其具有如下的关系： 
H *
,

, ,

[ , ],  i i B i i i i

B i i B i i

κ ⎫⎪= = ⎪⎪⎬⎪= = ⎪⎪⎭

Q q Q q h

Q h Q q 0
        (4) 

其中 *
iκ 为单位范数的相位旋转因子。显然

Householder矩阵 iQ 的第 1列 iq 等价于CSS-MSWF
的互相关矢量 ih ， ,B iQ 则相当于阻塞矩阵 iB 。

HMSWF 基于 Householder 酉变换矩阵 iQ 实现正交

子空间分解，而 iQ 具有严格的酉性质，即 H
i i =QQ  

H
i i =Q Q I 。酉变换减小了有限精度运算的舍入误差

在 MSWF 前向迭代中的传播，使算法的数值稳定性

明显提高。 

3  数值稳健的子空间估计方法 

文献[9]给出了 HMSWF 前向迭代过程，并应用

于 STAP，但未涉及子空间估计问题。此外，其虽

然强调了 HMSWF 的数值稳健性在于 Householder
矩阵的酉性质，但未涉及到转换矩阵基向量的正交

性弱化问题，并且其性能仿真也局限于空时自适应

处理后的信干噪比(SINR)，未研究转换矩阵基向量

的正交性性能。本文在 HMSWF 的基础上，构造了

观测数据协方差矩阵 H{ }E=xR xx 三对角化的转换

矩阵 PT ，证明 PT 的列向量为信号子空间的一组正交

基。最后的计算机仿真也着重研究基向量的正交性

性能。 
首先假设HMSWF前向迭代的期望信号向量为 
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0 1 1( ) [ ( ), ( ), , ( )]Pk d k d k d k−=d       (5) 

该期望信号向量的协方差矩阵为三对角矩阵，并且

转换矩阵 PT 实现 xR 的三对角化，即 
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其中
22 { }

id iE dσ = 和 *
( 1) 1{ ( ) ( )}i i i iE d k d kδ − −= 分别是

MSWF 前向迭代的各级期望信号方差和相邻级期

望信号的协方差。由式(6)可以得到，MSWF 前向迭

代的本质是通过基于互相关矢量和阻塞矩阵的正交

分解实现 xR 的三对角化。由式(6)及 HMSWF 原理，

可得到 HMSWF 的转换矩阵 PT ： 
1

H H
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其中
1 H

,1
( )

i
i B k ik

−

=
=∏t Q h 。下面证明式(7)转换矩阵 PT  

的列向量为信号子空间的一组正交基。首先证明

( 1,2, , )i i P=t 的正交性。假设任意的 it 和 jt ( 1≤  
i j P< ≤ )，有 
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阻塞矩阵 ,B iQ 满足 H
, ,B i B i =Q Q I，因此有 

1
H H H

, , ,
1 1

i i

j i j B k i j B k B i i
k j k j
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由式(4)有 ,B i i =Q h 0，因此 H 0j i =t t 。之后，类似文

献[5]中的 CSS-MSWF 信号子空间的证明，可以证

明 ( 1,2, , )i i P=t 张成了 Krylov 子空间Krylov{ ,xR  
}r ，即 

1 2

1

span{ , , , } Krylov{ , }

                      =span{ , , , }

P

P−

= x

x x

t t t R r

r R r R r   (10) 

其中 *
0 0{ ( ) ( )}E k d k=r x 。另外亦可证明Krylov{ ,xR  

}r 和 ( )A θ 的列空间张成同一值域空间，因此 PT 的

列向量即为信号子空间的一组正交基。基于

Householder 酉变换的 MSWF 正交分解，最大化地

减小了有限精度运算的舍入误差在 MSWF 前向迭

代中的积累，保证了信号子空间基向量的正交性，

从而显著提高了子空间估计的数值稳健性。 

4  子空间估计的快速计算方法 

尽管利用式(7)可以数值稳健地估计信号子空

间，计算式(7)却可能极大增加计算复杂度(涉及矩阵

向量乘法)。文献[9]比较了 HMSWF 与 CSS-MSWF
的乘法计算复杂度，虽然得出了 HMSWF 比 CSS- 
MSWF 略低的结论，但这是由于空时自适应处理无

需计算转换矩阵 PT 。传统的基于 CSS-MSWF 的信

号子空间估计仅需要执行P 次的 MSWF 前向迭代

即可直接获得 1 2[ , , , ]P P=T h h h ，主要运算量仅涉

及向量内积。而基于 HMSWF 估计信号子空间，不

仅需要进行P 次的 MSWF 前向迭代，还需要额外计

算式(7)。本文利用 Householder 矩阵 iQ 的酉性质和

矩阵后向累积快速地计算式(7)的转换矩阵 PT 。相比

于直接计算式(7)，本文提出的方法降低了计算复杂

度，其过程如下。 
首先，式(7)的转换矩阵 PT 可证明为矩阵Q 的

前P 列(证明过程略)，并且Q 为如下矩阵 kQ 的累

积： 

1
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其中
1k

k
k

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I
Q

Q

0

0
，且 kQ 的 ( 1) ( 1)k k− × − 主子式 

为单位矩阵 1k−I 。计算 Householder 矩阵Q (即 kQ 的

累积)有两种方法：前向累积和后向累积[10]，如图 2
所示。 

初始化

前向累积

后向累积

:

( 1, 2, , )

( , 1, , 1)
k

k

k P

k P P

=
=

=
= −

=

Q I

Q QQ

Q Q Q

 

图 2 矩阵的前向累积和后向累积 

kQ 的后向累积中(即第 1 步先计算 1P P−Q Q ，再计算

1 2P P P− −Q Q Q ，依此类推 )，中间矩阵的 ( 1)k −  

( 1)k× − 主子式逐渐消失(最初主子式为 1P−I )；而 kQ

的前向累积中(即第 1 步先计算 1 2Q Q ，再计算

1 2 3Q Q Q ，依此类推)，中间矩阵不存在单位矩阵的

主子式。利用该性质，本文转换矩阵 PT 的快速计算

方法为：不按照 MSWF 前向迭代的顺序(即前向累

积)来计算矩阵Q ，而是通过其后向累积计算Q ，其

过程如图 3 所示。图中 iv 和 iβ 为 HMSWF 前向迭代

得到的 Householder 向量和系数因子。值得强调的

是上述方法源于矩阵论中 Householder 矩阵累积的

快速计算方法，而本文则建立了信号处理中信号子 
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图 3 转换矩阵 PT 的快速计算过程[10] 

空间估计与矩阵论中 Householder 矩阵累积之间的

联系，从而提出了上述信号子空间快速计算方法。 
下面将分析传统 EVD 方法、CSS-MSWF 方法、

直接计算式(7)的 HMSWF 方法以及基于图 3 的

HMSWF 方法的计算复杂度。传统 EVD 方法需要

计算协方差矩阵并进行特征值分解，总计算量为
2 3( )O M N M+ 。因此其计算量与 3M 成比例，且随

M 增加而急剧变大。CSS-MSWF 方法仅需要执行

P 次的 MSWF 前向迭代即可得到转换矩阵 PT ，而

基于HMSWF的子空间估计方法需要额外计算转换

矩阵 PT 。表 1 给出了 3 种 MSWF 方法的运算量(仅
考虑乘法运算)。由表 1 可知，CSS-MSWF 方法的

计算量与M 成比例，计算量增加缓慢。而 HMSWF
方法由于需要计算 PT ，一定程度上增加了计算量，

并且增加的计算量与 2M 成比例。上述仅定性分析了

各种方法的计算量，且 3 种 MSWF 方法的计算量难

以直观比较。相比直接计算式(7)的 HMSWF 方法，

本文提出的计算方法在一定程度上降低了计算复杂

度，在下一节实际仿真结果中将得到验证。 

5  仿真结果 

为了验证本文提出的信号子空间估计方法的数

值稳健性并与传统的 CSS-MSWF 方法比较，在有

限精度定点运算中进行了仿真实验。所有的实验结

果都是基于 100次独立的Monte-Carlo实验得到的。

假设阵元个数 M=50，阵元间距为半波长。阵元接

收到 6个相等功率的非相干窄带信号( 6P = )，DOA
分别为{0 ,10 ,20 , 30 , 40 ,50 }° ° ° ° ° ° ，观测数据采样支持

长度 N=200。仿真中，定义如下的正交性误差[10]： 
H

2
( )P P PZ = −T T T I           (12) 

图 4 是转换矩阵 PT 的正交性误差随 SNR 变化

的曲线图。算法在定点运算中实现，定点数的小数 

比特数 L=18。由图 4 可以看到，传统的 CSS-MSWF 
方法得到的 PT 正交性误差随着 SNR 增加而增加，

而本文方法的 PT 正交性误差却基本不变，并且明显

为 CSS-MSWF 方法的 410− ~ 110− 左右。图 5 给出了

转换矩阵 PT 的正交性误差随定点数的小数比特数 L
变化的曲线图，实验中 SNR=18 dB。由图看出，两

种方法的正交性误差随L 减小而逐渐增加，并且两

者的变化速率基本一致。而本文方法的误差为 CSS- 
MSWF 方法的 310− 左右，且当 12L ≤ ，CSS-MSWF
方法的误差接近最大值 1，基向量已基本失去正交

性。图 4 和图 5 的仿真结果表明，与传统的 CSS- 
MSWF 方法相比，本文方法得到的信号子空间基向

量的正交 性保持得 非常好， 其本质原 因 是

Householder 酉变换最大化地减小了有限精度运算

的舍入误差在 MSWF 前向迭代中的传播。 
为了比较传统 EVD 方法和表 1 中 3 种 MSWF

方法的计算复杂度并验证本文提出的计算方法的有

效性，仿真中利用 Matlab 的 TIC 和 TOC 函数对上

述 4 种算法进行实际仿真计数。图 6 给出了各种算

法的平均运行时间随阵元个数 M 变化的曲线图，其

中采样支持长度 4N M= 。由图可见，当阵元数M ≤  
40 时，4 种算法的运行时间较为接近。当 40M > 时，

传统 EVD 方法和直接计算式(7)的 HMSWF 方法的

运行时间显著增加且最大，而 CSS-MSWF 方法的

运行时间随 M 缓慢变化且最小，从而验证了第 4 节

中 CSS-MSWF 方法的计算量与 M 成比例，而传统

EVD 方法的计算量与 3M 成比例。而 HMSWF 方法

计算量显著增加主要取决于转换矩阵 PT 的计算。此

外，相比于传统 CSS-MSWF 方法，本文的子空间

估计方法尽管提高了数值稳健性，但转换矩阵 PT 的

计算也同时增加了计算复杂度。而由图 6 可见，相

比直接计算式(7)的 HMSWF 方法，本文提出的计算

方法显著降低了计算复杂度，尤其当 M 较大时。 

6  结论 

本文提出了一种数值稳健且低复杂度的信号子

空间估计方法。该方法首先构造了观测数据协方差

矩阵三对角化的转换矩阵，其列向量为信号子空间

的一组正交基。Householder 酉变换减小了有限精度

运算的舍入误差在 MSWF 前向迭代中的传播，增强 

表 1 3 种 MSWF 估计方法的运算量 

方法 MSWF 前向迭代 转换矩阵 PT 计算 

CSS-MSWF 3NMP  0 

直接计算式(7)的 HMSWF 23 3 / 2NMP NP−  
1

1
( )( 1)( )

P

i
M i M i P i

−

=
− − + −∑  

本文提出的方法 23 3 / 2NMP NP−  
2

1
2

M

i M P
i

= − +∑  
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图 4 ( )PZ T 随 SNR 变化的曲线，L=18   图 5 ( )PZ T 随 L 变化的曲线，SNR=18 dB    图 6 算法运行时间随 M 变化的曲线 

了基向量的正交性，从而提高了算法的数值稳健性。

此外，本文基于 Householder 矩阵的酉性质和矩阵

后向累积提出了一种转换矩阵的快速计算方法，在

提高算法数值稳健性的同时，降低了计算复杂度。

计算机仿真结果验证了本文方法的数值稳健性和计

算效率。该方法在 DOA 估计的实时应用中具有一

定的前景。 
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