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基于电磁矢量阵列孔径扩展方法的相干目标 DOA 估计 
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摘  要：该文采用均匀且稀疏分布的电磁矢量矩形阵列，针对相干目标提出了一种有效的 2 维波达角(DOA)估计

算法，该算法通过增加相邻阵元的间隔来扩展阵列的有效孔径，从而提高算法的 DOA 估计性能。论文首先结合极

化平滑算法和传播算子方法得到存在相位周期性模糊的方向余弦估计。为了解决模糊性问题，论文通过协方差矩阵

平滑提出一种新的解相干预处理算法，由该算法得到的信号子空间包含矢量阵元的导向矢量，且不存在相位模糊，

利用此特点实现去模糊处理，得到目标的 DOA 估计。仿真结果表明，与基于 ESPRIT 的孔径扩展算法相比，提出

的算法能够实现相干目标的 DOA 估计，同时无需特征值或奇异值分解，有更低的运算量。 
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Abstract: An efficient algorithm for multiple coherent sources’ two-dimensional Direction Of Arrival (DOA) 

estimation with a sparse uniform rectangular array of electromagnetic vector sensor (EmVS) is proposed. The 

algorithm can improve the DOA estimation performance by increasing the intervector sensor spacing to achieve 

aperture extension. The Polarization Smoothing Algorithm (PSA) is coupled with the propagator method (PM) to 

acquire cyclically ambiguous DOA estimates. In order to disambiguate the cyclic phase ambiguities, a novel 

pre-processing method is derived by Covariance Matrix Averaging (CMA) and identify the true DOA estimates 

from a set of cyclically ambiguous candidate estimates based on the vector sensor steering vector’s characteristics. 

Comparing with the existing extended aperture-based direction finding method, the proposed algorithm can 

estimate the DOA of coherent sources, and requires no eigen-decomposition, hence, has a lower computational 

complexity. Monte-Carlo simulations are presented to verify the effectiveness of the proposed algorithm. 

Key words: Array signal processing; Direction Of Arrival (DOA) estimation; Coherent source; Polarization 

sensitive array; Polarization smoothing algorithm 

1  引言  

极化敏感阵列通常是由电磁矢量传感器

(EmVS)按一定空间位置排列组成的阵列，可同时测

量目标的空间和极化角度信息，因此EmVS在阵列

信号处理方面得到了广泛的应用，提出一系列目标

参数估计算法
[1 11]−

。这其中，文献[6]通过对电场和

磁场导向矢量进行向量叉积(vector cross-product)
得到目标DOA和极化参数估计，该方法无需阵元的

位置信息，因此可以采用阵元任意分布的阵列结构，

并且阵元间隔大于半波长时不会出现估计值的模糊
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问题，但增加阵元间隔对估计性能的改善作用不大。

而文献[7,8]采用EmVS均匀稀疏分布阵列，先得到模

糊的DOA估计，然后通过去模糊处理得到目标真正

的DOA估计。该方法能够通过增加阵元间隔显著改

善算法的DOA估计性能。然而，目前大多数算法都

是基于特征值或奇异值分解 [6 8,12 14]− −  (以得到信号/
噪声子空间)，运算量比较大，因此不适合阵元较多

以及需要对参数进行实时估计的情况。文献[9]推广

了文献[6]的方法，提出了一种基于传播算子[9,10]的

DOA估计算法，虽然有相对较低的运算量，但和文

献[6]的方法一样，增加阵元间隔不会明显改善参数

的估计性能。另外，上述的许多算法基于信号的协

方差矩阵为非奇异的假设，因此也不适合处理在多
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径环境下的相干信号。文献[11]提出了一种解相干预

处理技术，即极化平滑算法(PSA)，并结合MUSIC
算法解决了利用EmVS阵列实现相干信号的DOA估

计问题。相比空间平滑(SS)[12]算法，PSA没有减少

阵列的孔径，但阵元间隔必须小于半波长；虽然可

采用阵元任意分布的阵列结构，但需要2维搜索，运

算量较大。 

针对上述问题，本文利用稀疏且均匀分布的

EmVS矩阵阵列，推导了一种新的解相干预处理方

法-协方差矩阵平滑(CMA)，由该方法得到的信号子

空间包含不存在相位模糊的EmVS导向矢量，利用

此特点可实现去模糊处理。论文结合CMA的可去模

糊性和PSA具有不减少阵列孔径的优势，采用传播

算子实现了相干信号的DOA估计，无需奇异值分解

和角度搜索，有相对较低的运算量；并且通过增加

阵元间隔其估计性能能够得到显著改善。 

2  信号模型 

考虑 K 个全极化相干窄带平面波信号从不同方

向入射到 EmVS 均匀分布的 L×M 矩形阵列[7,8]，其

中 L 和 M 分别表示与 x 和 y 轴平行的阵元个数。令

第 k 个入射波参数为 ( , , , )k k k kθ ϕ γ η ，其中 0 kϕ≤ <  

2π， 0 /2kθ π≤ < 分别表示该入射波的方位角(与 x

轴夹角)和仰角(与 z 轴夹角)，而 0 /2kγ π≤ < 和

kπ η π− ≤ < 为其极化参数。不失一般性，考虑 6 分

量 EmVS，它是由相互正交且共点的 3 偶极子加三

3 磁环单元构成的，其 6×1 维导向矢量 ck=[c1,k, , 

c6,k]可表示为 

   ( , ) ( , )k k k k kθ ϕ γ η=c gΘ          (1) 

其中 1 2( , )=[ , ]θ ϕΘ χ χ 和 ( , )=[sin  cos ]je ηγ η γ γg ，且
T T T

1 1 2[ ( , ), ( , )]θ ϕ θ ϕ= b bχ ， T T T
2 2 1[ ( , ), ( , )]θ ϕ θ ϕ= −b bχ ， 

T
1 2( , ) [cos cos , sin cos , sin ] , ( , )θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ θ ϕ= − =b b

T[ sin  cos ]ϕ ϕ− ，。对于阵列的第(l,m)个阵元，其在

时刻 t 所得到的 6×1 维测量矢量为 

, ,l m k k l m, ,
1

( ) ( ) ( )
K

l m
u k v k

k

t q q s t t
=

+∑z c n      (2) 

其中 ( )ks t 表示第 k 个信号的复包络。在入射波信号

为全相干的情况下， ( )ks t 可表示为 1( ) ( )k ks t s tβ= ，

kβ 为 一 非 零 复 常 数 ；
2

,
x kj u

u kq e
πΔ λ

= 和 ,v kq =  
2 y kj v

e
π λΔ

分别表示平行于 x 轴和 y 轴方向相邻阵元

的空间相位因子， xΔ 和 yΔ 分别表示 x 和 y 方向的

阵元间隔，λ为波长；nl,m(t)表示高斯白噪声矢量。

整个矩形阵列的 6LM×1 维导向矢量可表示为

( )u kuq k( )v kv⊗ ⊗q c ，其中 T
, ,( ) [ , , ]L

u k u k u ku q q=q , 
( )v kvq

T
, ,[ , , ]M

v k v kq q= , 而⊗表示 Kronecker 积。 

3  协方差矩阵平滑(CMA)算法 

第(l,m)个阵元和第(a,b)个阵元测量矢量的协方

差矩阵可表示为 

E{ k
( , ) ( , ) ( , )H

, , , ,, ,
1

( , )( , )
, ,

( ) ( )}=

      , 

          , 1, , ,  , 1, ,                  (3)

K
a b a b a bl m

l m a b u k v kl m k l m
k

a ba b
l m l m

t t q q

l a L m b M

=

+

= +

= =

∑R z z c w

A w

Γ

Γ  

其 中 ( , ) H
, ,, E{ ( ) ( )}a b
l m a bl m t t=w n n ； ( , )( , ) T

1[( ) ,a ba b =Γ Γ  
( , ) T T,( ) ]a b
KΓ ； ( , ) H H

,E{ ( ) ( ) }a b
k a bk s t t= s AΓ ；  ,l m =A  

K,1 ,1 1 , ,[ , , ]l m l m
u v u K v Kq q q qc c ； T

1( ) [ ( ), , ( )]Kt s t s t=s 。利

用 ( , )
,
a b

l mR  ( 1, ,l L= , 1, ,m M= )，定义6LN×6K
维矩阵 ( , ) ( , ) ( , )

0
a b a b a b+R R W ，其中 

( )

( , ) ( , ) ( , )
1,1 1,2 1,

( , ) ( , ) ( , )
1, 1, 1 1,

,( , )
0

( , ) ( , ) ( , )
,1 ,2 ,

( , ) ( , ) ( , )
, , 1 ,

a b a b a b
K

a b a b a b
N N M

a ba b

a b a b a b
L L L K

a b a b a b
L N L N L M

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R R R

R R R

R AVH

R R R

R R R

 (4) 

H H H H
1,1 1, , 1[ , , , , ] [ , , ]N L N K= =A A A A a a       (5) 

且N=M－K+1; ( ) ( )k u k v k ku v⊗ ⊗a q q c  ; ( )v kvq  
T

, ,[ , , ]N
v k v kq q= ;V=[v0, , 1K−v ], ,1diag( ,n

n vq=v  

,, )n
v Kq ； ( , ) ( , )a b a b

K= ⊗H I Γ ，Ii是i×i单位阵，矩阵

W(a,b)由相应的LM个噪声协方差矩阵 ( , )
,
a b

l mw (l=1, , 
L; m=1, ,M)构成。容易证明 ( , )

0
a bR 的秩为K，且可

得到平滑矩阵 
[ (1,1) (1, ) ( , ), , , , ]M L M = +R R R R A WΩ   (6) 

其 中 Ω  =V[H(1,1), ,H(1,M), ,H(L,M)] ，W= 
[W(1,1), ,W(1,M), ,W( L,M)]。 

文献[11]提出的PSA也是一种解相干预处理方

法，它首先计算矢量阵列中EmVS的6个测量分量的

自相关矩阵 H
,( ) ( 1, , 6)i i s i w i i= + =R Q R Q RΛ Λ ，

其中 iΛ =diag(ci,1, ,ci,K)，Rs和Rw,i分别为信号和噪

声的协方差矩阵，Q= [ 1 1( ) ( ), , ( )u v u Ku v u⊗q q q  
( )v Kv⊗q ]为LM×K维Vandemonde矩阵。由于信号相

干， H( )i s iQ R QΛ Λ 为秩亏矩阵，但是当K≤ 6时，可

通过对相关矩阵Ri(i=1, ,6)进行相加平滑得到满

秩矩阵R=R1+, ,+R6。PSA的好处是不存在阵列

孔径的损失，因此有更低的估计误差。但PSA处理

的相干信号的个数受所采用的EmVS类型的限制；

对于基于PSA的子空间方法，矩阵Q张成信号子空

间，且其只包含空间相位因子qu,k和qv,k，当阵元间隔

大于半波长时，根据qu,k和qv,k得到的方向余弦估计存

在周期性的相位模糊，因此利用PSA无法实现去模 
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糊处理。而对于CMA算法，从式(6)的协方差平滑矩

阵R可以看出，A张成其信号子空间，且A不仅包含

空间相位因子qu,k和qv,k，也包含导向矢量ck，而ck中

的元素不存在相位模糊，因此可以利用CMA算法的

特点来实现去模糊处理。 

4  基于传播算子方法(PM)的DOA估计 

矩阵Q可以表示为 H H H
1 2[ , ]=Q Q Q ，其中Q1和Q2

分别为K×K和(LM-K)×K维子矩阵。由于Q1满秩，

因此Q2的行向量可表示为Q1的行向量的线性组合，

即 
H

1 2=P Q Q                (7) 

其中 P 表示 K×(LM-K)维线性算子或传播算子矩

阵[9,10]。相似地，极化平滑矩阵R可分割为两个子矩

阵 H H H
1 2[ , ]=R R R ，其中 1R 和 2R 分别由R的前 K

行和后 LM-K 行构成。因此可通过下面的式子得到

传播算子矩阵 P的估计 
H 1 H

1 2 1 2( )−=P R R R R           (8) 

利用得到的传播算子矩阵P，分别计算空间相位因

子qu,k和qv,k，从而得到信号的方向余弦。当阵元间隔

大于半波长时，结合CMA算法实现方向余弦的去模

糊处理。 
4.1 相位因子qu,k和qv,k的估计 

定义矩阵 1
uQ 和 2

uQ 分别为Q的前(L–1)M和后

(L–1)M行，即 

u

1 ( 1) ( 1) ,

2 ( 1) , ( 1)

[ ]

[ ]

u
L M L M M

L M M L M

− −

− −

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

Q Q

Q I Q

I 0

0
        (9) 

则 2 1
u u u=Q Q D ，其中Du=diag(qu,1, ,qu,K)，并且矩

阵 H H H H H
1 2 1 2[( ) ,( ) ] [( ) ,( ) ,u u u u u=Q Q Q G G  H

1( ) ,u uG D  
H H

2( ) ]u uG D ，其中 1
uG 和 2

uG 分别包含 1
uQ 的前K行和

后(L–1)M–K行。显然 1
uG 是K×K维Vandermonde矩

阵，若假设K<M，则 1 1
u =G Q 。那么存在算子矩阵

H H H
,1 ,2 ,3[ , , ]u u u u=P P P P 使得 H T T

1 2 1[( ) ,( ) ,u u u u
u =P G G G D  

T T
2( ) ]u uG D ，而 ,1uP ～ ,3uP 分别与 2

uG ， 1
u uG D 和

2
u uG D 有相同的矩阵维数。容易得到 †

,1 ,3u u =P P  
( 1 1

1 1 1 1)u u u u− −=G D G Q D Q ，即相位因子{qu,k, k=1, , 
K }构成了矩阵 †

,1 ,3u uP P 的特征值，其中 † 表示求伪

逆。 
同样为了得到 ,v kq 估计，定义 1 1 1,1[ ]M M− −=I I 0

和 2 1,1 1[ ]M M− −=I I0 ，且 

1 1 2 2,  v vQ Q Q QΠ Π          (10) 

其中 1Π 和 2Π 为两个块对角矩阵，分别包含L个对角

块 1I 和 2I ，则 =2 1
v v vQ Q D ，Dv=diag(qv,1, ,qv,K)，

因此存在算子矩阵Pv使得 H T T
1 2 1[( ) ,( ) ,v v v v

v =P G G G D  
T T

2( ) ]v vG D ，以及 1
vG = 1

uG = 1Q 。从而可通过特征值

分解 †
,1 ,3v vP P ( 1 1

1 1 1 1) =v v v v− −=G D G Q D Q 得到相位因子

{qv,k, k =1, ,K}，其中Pv,1，Pv,3， 1
vG 和 2

vG 的定义

类似于Pu,1，Pu,3， 1
uG 和 2

uG 。 
显然， †

,1 ,3u uP P 和 †
,1 ,3v vP P 的特征值分别必须计算

算子矩阵Pu和Pv。实际上，可以证明它们与式(7)
的算子矩阵P存在下列关系： 

命题1  分割算子矩阵P=[P1, P2, , PL]，使得

P1为K×(M-K)维子矩阵，而Pi (i=2, , L)为K×M
维子矩阵，那么Pu能表示为Pu=[P1,P2, , 1L−P , P2, 

, PL]。 

命题 2  定义 3 1 1 ,1[ ]M K M K− − − −I I 0 和 4I  

1,1 1[ ]K K− −I0 ，则算子矩阵Pv能表示为 
H H H H H H
3 1 1 4 2 21 2 1 2[ , , , , , , , , ]v L L=P P I P I P I I I IP P P  

由命题1和命题2可以知，算子矩阵Pu和Pv可通

过P直接变换得到，无需重新计算；另外， †
,1 ,3u uP P 和

†
,1 ,3v vP P 的特征值分解具有相同的特征矢量集，因此

在实际的应用中，估计值 ,{ , 1, , }u kq k K= 和 ,{ ,v kq  
1, , }k K= 可通过它们对应的特征矢量关系实现

配对[6]。 
4.2 去模糊处理 

由于阵元间隔大于半波长，根据 ,u kq 和 ,v kq 得到

的方向余弦存在模糊性，即有 ( )k uu n /k u xnμ λ Δ= +
和 ( ) /k v k v yv n nϑ λ Δ= + ， 其 中 ,arg{ }k u kqμ λ=  
/2 xπΔ ， ,arg{ }/2k v k yqϑ λ πΔ= ， (1 )/x kΔ μ λ⎡ ⎤− + ≤⎢ ⎥  

(1 )/u x kn Δ μ λ⎢ ⎥≤ −⎣ ⎦ ， (1 )/y k vnΔ ϑ λ⎡ ⎤− + ≤ ≤⎢ ⎥  
(1 )/y kΔ ϑ λ⎢ ⎥−⎣ ⎦，⎡ ⎤x 和 ⎣ ⎦x 分别为对x上取整和下取整。

从而相应得到一组模糊 DOA 估计 ( , )k u vn nθ =  
2 2arcsin( ( ) ( ))u vk ku n v n+ 和 ( , ) ( ( )u v ukk n n u nϕ = ∠ +  

( ))vkjv n ，为了得到实际的估计值，需要进行去模糊

处理。为此考虑传播算子P，使得
H

1 2=P A A 成立，

其中 1A 和 2A 分别由A的前K行和后6LN–K行构成，

则有 H
k =a Σ 0 (k= 1, , K)，且 [ H H

6, ]LN K−−P IΣ ，

因此可以通过下式得到信号实际的DOA估计： 
H H

( , ), ( , )
{ , } min det{ }

k u v u vk

k k
n n n nθ ϕ

θ ϕ = h hΣΣ    (11) 

其中 ( ) ( ) ( , )k k ku v ku v θ ϕ⊗ ⊗h q q Θ ，det{•}表示求

行列式。算子P可以通过CMA算法中的协方差平滑

矩阵R估计得到。 

与文献[7]提出的基于 ESPRIT的孔径扩展算法

相比，本文的算法(PSA/CMA-PM)有两个优势：其

一是有相对较低的运算量。本文提出算法主要是涉

及两个传播算子矩阵 P和P的计算，共需要的计算

量 ( 乘 法 单 元 数 ) 级 为 O(7LMKF － 6LK2F+ 
6LKF)[9,10]，其中 F 表示快拍数；而 ESPRIT 算法[7]

需要特征值分解来获得信号/噪声子空间，相应的运

算量为 O((6LM)2F)。分析可知本文算法与 ESPRIT
算法[7]的比值小于 O(7K/36LM)，且阵元越多，本
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文算法所表现出来在计算量上的优势就越明显。其

次，本文能够实现相干信号的 DOA 估计，而

ESPRIT[7]不能。事实上，我们也能够结合 PSA 和

CMA 解相干技术以及 ESPRIT 子空间算法，实现

孔径扩展及相干信号的 DOA 估计，但这种算法

(PSA/CMA-ESPRIT)需要两次特征值分解，运算

量较大。另外，本文提出的 PSA/CMA-PM 与文献

[9]基于 PM 的算法有相近的运算量，但是本文提出

的算法能够处理相干目标的参数估计，且通过增加

阵元间隔估计性能能够得到显著的改善。 

5  计算机仿真实验 

在这节，通过仿真实验来验证PSA/CMA-PM

算法的性能，并与 PSA/CMA-ESPRIT算法、

ESPRIT[7]算法和PM[9]算法进行比较。采用阵元均匀

分布的4×5矩形极化敏感阵列(L=4, M=5)，且假设

两个方向的阵元间隔相等( = = )x yΔ Δ Δ 。两个相干信

号的参数分别为 1θ =55o， 1ϕ =70o， 1γ =45o， 1η = -90o

和 1θ =65o， 2ϕ =80o， 2γ =45o， 2η =90o，并定义DOA

估 计 的 均 方 根 误 差 (RMSE) 为 RMSEk =  
2 2E{( ) ( ) }k k kkθ θ ϕ ϕ− + − 。 进 行 500 次 Monte- 

Carlo独立实验。 

图 1 比 较 了 PSA/CMA-PM 和 PSA/CMA- 

ESPRIT两种算法对第1个信号的DOA估计误差与

信噪比(快拍数为200)和采样快拍数(SNR=20 dB)

的关系。我们考虑了3种不同的阵元间隔 = /2Δ λ ，

3× /2λ 和8× /2λ 。从图中可以看出，对于不同的信

噪比和采样快拍，采用更大的阵元间隔，两种算法

均能够得到更好的估计性能。另外，虽然PSA/ 

CMA-PM的运算量大大低于PSA/CMA-ESPRIT，

特别是在阵元较多和入射波信号较少的情况下，但

是图1显示了其估计性能却非常接近于PSA/CMA- 

ESPRIT。 

图2分别针对相干和非相干信号给出了PSA/ 

CMA-PM ， PSA/CMA-ESPRIT ， ESPRIT[7] 和

PM[9]4种算法对第1个信号的DOA估计误差与阵元

间隔的关系，采样快拍为200，信噪比为20 dB。从

图2(a)可以看出，ESPRIT[7]和PM[9]算法无法实现相

干目标的DOA估计，而对于PSA/CMA-PM和

PSA/CMA-ESPRIT两种算法，其估计误差随着阵

元间隔的增大而显著下降。但当阵元间隔大于

40× /2λ 时，估计性能出现不稳定，这是由于阵元间

隔Δ的增加引起模糊估计值数量的增加，同时它们

之间的差值 /λ Δ在减少，从而使得在式(11)中出现

了错误判决，且这种错误判决的概率也在增加，因

此导致估计误差可能反而变大。而对图2(b)中的非

相干目标，增加阵元间隔使得ESPRIT[7]算法的估计

误差也出现了明显的下降，且与PSA/CMA-PM和

PSA/CMA-ESPRIT表现出相近的估计性能；而

PM[9]的估计误差没有明显的变化，事实上，该方法

通过空间/极化旋转不变特性，利用PM的方法得到

EmVS导向矢量ck的估计，然后根据向量叉积直接得

到方向余弦uk和vk的估计，无需阵元的位置信息，因

此该方法的优点是当阵元间距大于半波长时，不会

出现角度估计模糊现象，但是通过增加阵元间隔所

得到估计性能的改善是有限的。 

6  结论 

本文采用电磁矢量阵列提出了一种新的解相干

预处理算法—协方差矩阵平滑(CMA)，当阵元间隔

大于半波长时，基于 CMA 的子空间方法能够对相

干目标 DOA 估计值实现有效的去模糊处理。论文

首先利用极化平滑算法不减少阵列孔径的特点，通

过传播算子得到高分辨但模糊的 DOA 估计；然后

通过 CMA 构造信号/噪声子空间实现去模糊处理，

得到目标实际的 DOA 估计。算法的实现过程无需

奇异值分解和角度搜索，因此有相对较低的运算量。 

 

图 1 DOA 估计误差与信噪比和快拍数量的关系 
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图 2 DOA 估计误差与阵元间隔的关系 
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