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一种压缩感知重构算法 

甘  伟    许录平    苏  哲 
(西安电子科技大学电子工程学院  西安  710071) 

摘  要：为提高压缩感知重构精度，该文提出一种分段弱阈值修正共轭梯度追踪算法。该算法修正了方向追踪算法

的方向，明确给出了搜寻原子下标的停止迭代准则，利用搜寻所得下标集通过 小二乘法得到稀疏信号的估计值。

仿真结果表明在同等稀疏的条件下实现精确重构，该算法与匹配追踪(MP)算法和分段正交匹配追踪 FDR 阈值算

法(StOMP-FDR)相比,所需的观测值个数少 20%；在处理 2 维图像信号时，其重构精度比分段正交匹配追踪 FAR

阈值算法(StOMP-FAR)和贝叶斯算法(BCS)高 1%。 
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A Recovery -Algorithm for Compressed Sensing 

Gan Wei    Xu Lu-ping    Su Zhe  
(School of Electronic Engineering, Xidian Univ., Xi’an 710071, China) 

Abstract: In order to improve recovery accuracy for compressed sensing, a Stagewise Weak selection Modifying 

approximation Conjugate Gradient Pursuit (StWMCGP) algorithm is proposed in this paper. This algorithm 

modifies the direction in the directional pursuit algorithm and clearly presents a stopping criterion to search the 

indices of elements and get a set. Then the evaluation of sparse signal is obtained by using Least-squares algorithm 

and the set. Simulated results show that for the same sparsity level, the number of measurements needed by the 

algorithm is about 20% less than that needed by MP or StOMP-FDR to exactly recover. When recovering 

two-dimensional image signal, the recovery accuracy of this algorithm is about 1% higher than that of BCS or 

StOMP-FAR. 
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1  引言  

近年来出现了一种新颖的理论——压缩感 
知[1,2](Compressed Sensing，CS)，它突破了传统的

奈奎斯特采样定理，实现了采样方式的转变即从信

号采样转变成信息采样。CS理论有3个核心问题[3]：

信号稀疏变换、观测矩阵设计和恢复重构算法。其

中恢复重构算法直接关系到重构精度的大小，运算

时间的长短，决定着CS理论是否切实可行。一些学

者致力于压缩感知的恢复重构问题提出了贝叶 
斯[4](BCS)，匹配追踪[5](MP)，正交匹配追踪[6] (OMP)
和分段正交匹配追踪[7](StOMP)算法。为了提高运

算速度，另一些学者另辟蹊径提出了梯度追踪算 
法 [8](GP)，但其精度较低。在GP的基础上， 
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Blumensath等人为了提高重构精度引入了共轭方

向和弱阈值原子选择策略，提出分段弱阈值共轭梯

度追踪算法 [9,10](StWCGP)，但重构精度仍不够理

想。 
针对StWCGP重构精度比较低的缺点，本文在

其方向和输出上进行改进，明确地给出了停止迭代

准则。改进后的算法称为分段弱阈值修正共轭梯度

追踪算法 (Stagewise Weak selection Modifying 
approximation Conjugate Gradient Pursuit, 
StWMCGP)。仿真结果表明StWMCGP能够有效地

提高重构精度。 

2  CS模型 

CS理论指出，只要信号是可压缩的或在某个变

换域是稀疏的，那么就可以用一个与变换基不相关

的观测矩阵将变换所得的高维信号投影到一个低维

空间上，然后通过求解一个优化问题从这些少量的

投影中以高概率重构出原信号。在CS模型中并不是
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直接测量信号 f 本身，而是将信号 f 投影到观测矩

阵上得到观测向量y 。用矩阵表示： 
= fy Φ                     (1) 

式中y 是 ×1M 的观测向量，Φ是 ×M N ( <<M N )
的观测矩阵。其中信号 f 为长度为N的离散实值信号

且在基 = 1 2[ , , , ]Nψ ψ ψ ψ 上是稀疏的即 

=

= =∑ T

1

N

k k
k

f x xψ ψ            (2) 

式中x 是 ×1N 的系数向量且仅有 <<k N 个非零系

数，ψ是 ×N N 的稀疏矩阵。将式(2)代入式(1)得 
= =Ty x AxψΦ              (3) 

式中 = TA Φψ 为CS信息算子，其列向量称为原子。

因观测维数M远远小于信号维数N,所以无法直接从

y 的M个观测值中解出信号 f 。由于式(3)中x 是稀

疏的，这就为求解信号 f 提供了可能。根据信号稀

疏分解理论中的稀疏分解算法，可以通过求解式(3)
的逆问题解得x ,然后将x 代入式(2)，求得信号 f 。

CS理论重构问题的实质就是在已知观测向量y 和

观测矩阵Φ的条件下，如何快速、准确地重构出信

号 f 。  

3  StWMCGP算法 

3.1 传统的StWCGP算法 
由于OMP应用于大尺度问题时，它所需的存储

空间很大且其运算速度不够理想，为了提高OMP的
运算速度、减少存储空间，Blumensath等人提出了

方向追踪算法[8]。其流程如下： 
步骤1  初始化： =0 yr ， =0 0x ，Γ =0 {}。 
步骤2  for = 1n ; = +1n n 直到停止条件满

足为止。 
(1) −= T 1n ng A r ； 
(2)原子下标选取原则： = arg max | |n n

i ii g ； 
(3) 下标集更新：Γ Γ −= ∪1n n ni ；  
(4)计算方向向量： Γnd ； 
(5) Γ Γ= n n

nc A d ；                     

(6)计算 优步长：
−< >

=
1

2
2

, 
|| ||

n n
n

na
r c
c

； 

(7)更新输出： Γ Γ Γ
−= +1

n n n
n n nax x d ；         

(8)更新残余： −= −1n n n nar r c 。 
步骤3  输出 nr ， Γn

nx 。 
其中Γ n 表示第n次迭代时算法已选取的原子其下标

所组成的集合； ΓnA 表示矩阵A的子矩阵，且该子

矩阵仅由那些位于下标集 Γ n 中的下标所对应的原

子组成；同理： Γn
nx 表示x 的子向量，且该子向量

仅由那些位于下标集Γ n 中下标所对应的元素组成；
nr 表示第n次迭代时的残余量； Γ

−1
n

nx 的元素其下标

位于集合Γ −1n 内的与向量 Γ −
−

1
1

n
nx 的元素完全相同，其

余的为0。 
StWCGP是在方向追踪算法的框架下将第n次

迭代时的方向向量取为 Γ Γ Γ
−= + 1

n n n
n nwd g d ，并将原 

子选择策略变为： Γ Γ α−= ≥∪1 { :| | maxn n
i

j
i g  

| |}jg 。其中： α 表示阈值参数( α ≤ 1 )， Γ =ng  
-Γ Γ Γ

−T 1( )n n n
nA y A x 表示梯度， Γn

nd 与 Γ
−1
n

nd 是G共轭的，

即 Γ Γ
−1

n n
nG d 与 Γ Γ

−+ 1
n n

nwg d 的内积为 0 ， Γ =nG  

Γ Γ
T

n nA A ， Γ −
−

1
1

n
nd 和 Γ

−1
n

nd 的关系类似于 Γ −
−

1
1

n
nx 和 Γ

−1
n

nx 。 
由于StWCGP的方向向量只取了一个与当前方

向共轭的方向，并且其输出 Γn
nx 并不是第n次迭代时

方程： Γ =n yxA 的 小二乘解，因此StWCGP的重

构精度并不理想。 
3.2 针对StWCGP算法的改进 

文 中 通 过 修 改 方 向 和 输 出 Γn
nx 修 正 了

StWCGP，提出StWMCGP。其方向向量取了两个

与当前方向共轭的方向，即 Γ Γ Γ
−= + +1

1n n n
n nbd g d  

Γ
−2

2 n
nb d 。利用 G 共轭性质： Γ Γ Γ

− =T 1 0n n n
nd dG 和

Γ Γ Γ
−T 2

n n n
nd dG = 0可以推出 1b 和 2b ，由 Γ −

−
1

1
n

nd 和 Γ
−1
n

nd 的

关系可知： Γ ΓΓ Γ− −
− −

1 1
1 1= n nn n

n nd dA A ，因此， 

− − − − −

− − − −

=

< >×< >−< >×
× −< >

1

1 2 2 1 2 2
2

1 2 2 2 1 2 2
2 2

, , , || ||
|| || || || ,

n n n n n

n n n n

b

w wc c c c c
c c c c

             (4) 

− − − − −

− − − −

=

< >×< >−< >×
× −< >

2

1 2 1 2 1 2
2

1 2 2 2 1 2 2
2 2

, , , || ||
|| || || || ,

n n n n n

n n n n

b

w wc c c c c
c c c c

             (5) 

式 中 Γ Γ
− −=1 1

n n
n nc dA ， Γ Γ

− −=2 2
n n

n nc dA ， =w  

Γ Γn ngA 。可以看出 1b 和 2b 中 −1nc ， −2nc 分别在前一

次迭代和前2次迭代时已被计算出，为了充分利用这

种关系提高算法速度，引入了辅助变量 1k ， 2k ，z ，

1z ， 2z 详见算法流程。 
StWMCGP流程如下： 
步骤1  初始化： =0 yr ， =0 0x ，Γ =0 {}。 
步骤2  for = 1n ； = +1n n 直到Γ n 中的原子

下标个数大于2k 时停止迭代。 
(1) T 1n n−=g A r ；     
(2)原子下标选取原则： = ≥ ×set { :| | paraii g  

max | |}j
j
g ； 

(3)下标集更新：    Γ Γ −= 1[ set]n n ； 
(4) If( = 1n )( = 1n ； = 2n 时都要经过特殊处

理) 
(a) Γ Γ=n n

nd g  
(b) Γ Γ= n n

n nc A d    
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elseif( = 2n )  
(a) Γ Γ=1 n nw A g ； 

(b)
−

−

< >
= −

1

1 2
2

, 1
|| ||

n

nw
c w
c

； 

(c) Γ Γ Γ
−= + 1

n n n
n nwd g d ； 

(d) −= + 11n nwc w c  
else 
(a) Γ Γ= n nw gA  ； 
(b) −= 1 2

1 2|| ||nk c ；   
(c) −= 2 2

2 2|| ||nk c  ；   
(d) − −=< >1 2,n nz c c ；  
(e) −=< >1

1 ,nz c w ； 
(f) −=< >2

2 ,nz c w ； 

(g)
× − ×

=
× −
2 1 2

1 2 2 2
1 2

z z z k
b

k k z
； 

(h)
× − ×

=
× −
1 2 1

2 2 2 2
1 2

z z z k
b

k k z
；  

(i)更新方向： Γ Γ Γ Γ
− −= + +1 2

1 2n n n n
n n nb bd g d d ；   

(j) − −= + +1 2
1 2

n n nb bc w c c  

(5)计算 优步长：
−< >

=
1

2
2

,
|| ||

n n
n

na
r c
c

； 

(6) Γ Γ Γ
−= +1

n n n
n n n nax x d ； 

(7)更新残余： −= −1n n n nar r c  
end 

步骤3  由于Step2得到的集合 Γ n 中可能有相

同的元素，所以首先剔除集合Γ n 中相同的元素，得

到新的集合Γ n ，然后采用 小二乘法反求x ，此时

x 用x 表示即 Γ= \nx yA 。  

步骤4  输出x 作为 终的解(而不是 Γn
nx 作为

输出)。 

因为当Γ n 中的元素个数大于等于2k 时，Γ n 以

很高概率包含 x 全部非零元素的下标[11]。故文中将

停止迭代准则定义为：当Γ n 中的元素个数大于等于

2k 时停止迭代，其中k 代表稀疏度。由于实际中对

一个稀疏信号重构时，稀疏度是未知的，因此使用

本算法首先需要对稀疏度进行估计。本文中所有试

验都将稀疏度k估计成 /3N (经验值)。 

文中取两个与当前方向共轭的方向，是因为相

比取1个共轭方向来讲，其精度要高，仅增加了2次

矩阵和向量的乘积，并且其共轭方向所对应的系数

1b ， 2b 没有涉及到矩阵运算，只需在算法流程中进

行一次特殊处理。若取3个或3个以上的共轭方向，

其共轭方向所对应的系数就会涉及到矩阵的运算，

会增加计算复杂度。输出采用x 代替原来的 Γn
nx ，

是因为 Γn
nx 不是 小二乘解。 

4  试验结果及分析 

4.1 StWMCGP与StWCGP对稀疏信号重构的比较 
采用 StWCGP和 StWMCGP对长度为 =N  

300 ， = 30k 的稀疏信号进行重构，观测值数目M
取150，信息算子A的各原子是从M维空间的单位球

上均匀采样而得。 
由图1(a)可以看出原稀疏信号用StWCGP在上

述条件下进行重构，其中有3个位置不能重构并且有

些位置的圆心和十字心不重合，即这些位置没有被

精确重构。由图1(b)可以看出StWMCGP在同样的

条件下能对原稀疏信号实现精确重构。证实了

StWMCGP比StWCGP的重构精度高。 

 

图1 StWCGP与StWMCGP对稀疏信号的重构比较 

4.2 不同算法精确重构所需观测值数目比较 
从M维空间的单位球上均匀采样得到信息算子

A的各原子，以1维k 稀疏，长度为 = 400N 的信号 f

为例，来测试同一稀疏度下不同算法要实现精确重

构对观测值数目M( <M N )的要求。重构信号用 f 来

表示，当 − ≤2 2
2 2|| || / || || 0.004f f f 时，重构信号 f 与

信号 f 重合没有视觉差异，认定算法实现了精确重

构，其中0.004从大量的试验中获得。 
对同一稀疏度k，依次采用MP，StOMP-FAR[7]，

StOMP-FDR[7]，BCS，StWMCGP对信号 f 进行重

构，记录下刚好精确重构时的M，其中MP的 大迭

代次数maxIter设为10000次；StOMP-FDR算法中

大迭代次数 = 30S ，参数 = 0.9q ；BCS中参数

sigma=y 的方差/100；StWMCGP中参数 =para  

0.98 。StOMP-FAR中的 大迭代次数 = 10S 、参

数 = /( )(1 / )q M NS k N− ，式中M表示A的行数，N
表示A的列数，k是稀疏度，S是 大迭代次数。  

从图2可知：对于长度为 = 400N 的信号当稀疏

度小于120时，StWMCGP实现精确重构所需的观测

值数目 少且比MP，StOMP-FDR所需的观测值个

数少20%，比BCS，StOMP-FAR少3%。证实了相 
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图2 精确重构时稀疏度k与观测值数目M之间的关系曲线 

同的观测值个数条件下，StWMCGP的重构精度

高。综上可知：实际应用中采用StWMCGP对信号

进行重构是理想的选择。 
4.3 StWMCGP算法对2维图像的处理 

本实验以图像Mondrian为例其大小为 ×512  
512 。为了与以往经典算法进行对比，仍然采用小

波基“symmlet8”，将Mondrian在该基下进行展开。

采用多尺度CS[4]来对该图像进行重构，其中粗尺度

0j 设为4，细尺度 j 设为6，信息算子A的各原子是从

M维空间的单位球上均匀采样而得。图3(a)是原图

像；图3(b)是采用小波变换得到的图像，所用样本

数 = 4096K ；图3(c)是采用StOMP-FDR进行多尺

度重构后的图像，所用样本数为 = 2713K ，参数

= 0.9q ， 大迭代次数 = 30S ；图3(d)是采用

StOMP-FAR进行多尺度重构后的图像，所用样本

数 = 2713K ，参数 0.4 /q M NS= ， 大迭代次数

= 30S ；图3(e)是采用BCS进行多尺度重构后的图

像，所用样本数 = 2713K ，参数 sigma= y的方差

/100；图3(f)是采用StWMCGP进行多尺度重构后

的图像，所用样本数 = 2713K ，参数 para=0.95 。

各个算法的运算时间和重构精度见表1，其中重构精

度以相对误差作为参考： = − 2 2
2 2error || || / || ||f f f ，

其中 f 代表原图像信号， f 代表重构信号。 
由表1可知：参数 =para 0.9 时StWMCGP的运

算时间 短，此时其重构精度与StOMP-FAR相当，

参数 =para 0.95 时StWMCGP的重构精度 高，此 

 

图3 不同算法对Mondrian的重构比较 

时的运算时间与BCS相当。StWMCGP对于不同参

数 para 运算时间和重构精度不同，主要在于参数

para 越大，StWMCGP每次迭代所选原子就越少，

那么错选原子的概率就会降低，迭代次数就会增多，

这样便增加了重构精度但也增加了运算时间；相反

参数 para 越小，每次迭代所选原子就越多，那么选

错原子的概率就会增加，迭代的次数就会减少，这

样便减少了运算时间但也降低了重构精度。所以在

处理具体问题时，可通过选择参数 para 来决定是增

加重构精度还是提高运算速度。由表1和图3可知：

小波变换过于平滑且存在伪边缘，重构精度 差。

用StOMP-FDR重构效果也比较差；而用StOMP- 
FAR，BCS，StWMCGP重构从视觉上来讲没有太

大差异，但StWMCGP的重构精度 高。 

5  结论  

针对 StWCGP 重构精度比较低的特点本文提

出了 StWMCGP，仿真结果表明该算法的重构精度

比 StWCGP，MP，StOMP-FDR 高，也比 StOMP- 

FAR，BCS 略高；并在重构精度可接受的情况下，

通过调节参数还能提高运算速度。 

表1 不同算法运算时间和重构精度(相对误差)  

StWMCGP StWMCGP 
算法名称 小波重构 StOMP-FDR StOMP-FAR BCS 

para=0.95 para=0.9 

运算时间(s) \ 12.5511 32.7798 17.8499 19.223 10.171 

重构精度 0.13325 0.12487 0.070507 0.068421 0.059302 0.073719 
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