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快速计算一维分层粗糙面之间金属目标复合散射的互耦迭代算法 
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摘  要：为研究一维分层介质粗糙面之间金属目标的复合电磁散射特性，该文提出了一种结合前后向迭代算法

(FBM)和双共轭梯度法(Bi-CG)的快速互耦迭代算法(CCIA)。推导了分层粗糙面与金属目标的耦合边界积分方程

组，采用 FBM 和 Bi-CG 分别求解分层粗糙面与目标的边界积分方程，目标和分层粗糙面的相互作用通过更新两

方程的激励项来实现。计算了双层介质高斯粗糙面及无限长金属圆柱的复合电磁散射特性，当目标尺寸趋于零时与

只有分层粗糙面的散射系数相吻合，验证了该算法的正确性；分析了不同粗糙面情况下该算法的收敛性；讨论了目

标尺寸与位置变化对复合散射系数的影响。结果表明，金属目标的存在明显影响了分层粗糙面的散射特性。 
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EM Scattering from a PEC Target Below the Layered Rough  
Surface Based on the Cross Coupling Iterative Approach 
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Abstract: To study EM scattering of a Perfectly Electric Conducting (PEC) target below the layered rough surface, 

a fast cross coupling iterative approach based on Bi-Conjugate Gradient (Bi-CG) method and Forward Backward 

Method (FBM) is presented in this paper. At first, the Electric Field Integral Equations (EFIE) of the induced 

currents on the rough surface and the target are derived. An iterative approach is developed to solve the two EFIE 

and scattering from both the target and underlying surface. The EFIE of the rough surface and the target are 

solved by using FBM and Bi-CG respectively. The mutual effect between the rough surface and the target are 

finished by iterative Calculation. The EM scattering from a metallic cylinder below the layered rough surface with 

two Gauss rough surfaces is computed. The result shows that the scattering coefficient is agreement with that of 

layered rough surfaces when the target is small enough. The relationship between the scattering pattern and the 

target’s size and station are also discussed. Results show a buried PEC cylinder can significantly alter the 

scattering behaviors of layered rough surfaces.  
Key words: EM scattering; Layered rough surfaces with PEC target; Forward Backward Method (FBM); 
Bi-Conjugate Gradient (Bi-CG) method 

1  引言  

粗糙面和目标的复合散射在雷达探测、目标识

别和远程遥感等领域有着重要的应用。近年来，计

算粗糙面和目标的混合场的数值解法引起了诸多学

者的兴趣。例如：Johnson[1]曾用“四路径”模型计

算无限大介质平板上介质目标的散射，文献[2]利用

GFBM/SAA研究低掠角入射时动态分形粗糙面和2
维舰船目标的双站散射模拟， 文献[3,4]利用互耦迭
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代方法计算了金属粗糙面与上方目标的差场散射，

文献[5]等用矩量法计算了粗糙面与上方或下方目标

的复合散射，文献[6]等基于互易定理和矩量法研究

了平面上方2维介质目标对高斯波束的电磁散射，文

献[7]等研究了粗糙海面上方金属目标复合散射的解

析-数值混合算法。 
在实际自然界中，分层媒质粗糙面更具有实际

意义，比如覆盖植被或雪的地面。可能由于计算量

过于庞大，大多数学者都研究单层粗糙面和目标的

复合散射，只有少数学者研究了更具有实际意义的

分层粗糙面和目标复合散射。例如：文献[8]研究了

双层随机粗糙面和地下目标的复合散射。文献[9] 
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研究了分界面是平面的分层媒质上方目标的散射。

文献[10]用FDTD研究了双层粗糙面上方金属目标

的散射，文献[11]中用EBCM计算了分层粗糙面和下

方目标的复合散射，但是该算法只限于计算微粗糙

面和小目标的复合散射(例如半径为0.16λ的圆柱)，
不能计算中等程度粗糙面与较大目标的复合散射。 

由于不受粗糙面参数和目标尺寸的限制，因此，

数值算法的研究显得更有意义。以前的研究都将目

标和分层粗糙面一起看成一个组合散射体，电磁积

分方程离散后产生了巨大的未知量，需要庞大的计

算量和存储量，对计算机硬件和程序员编程技巧提

出了很高的要求，这在很大程度上限制了数值算法

的应用。 

在分层粗糙面与目标的复合散射计算中，粗糙

面的未知量占绝大多数，而目标的未知量只占一小

部分。因此如何有效计算粗糙面的电磁散射是一个

很重要的问题。近年来发展的前后向迭代法

(FBM)[12]对粗糙面这类散射问题有很好的收敛性，

在文献[13]中，Moss C D等人进一步将其与谱加速

(SAA)结合并应用于计算分层粗糙面的电磁散射特

性。本文结合FBM和Bi-CG，基于物理散射机理，

提出一种计算双层介质粗糙面及下方金属目标复合

电磁散射的快速互耦迭代数值算法(CCIA)。建立了

目标与分层粗糙面的耦合积分方程，将其分解为含

有两个方程的方程组，对分层粗糙面的散射方程用

FBM求解，目标的散射方程用双共轭梯度法(Bi- 

CG)[14]求解，粗糙面与目标的耦合作用通过更新两

方程的激励项来实现，每次迭代过程中，粗糙面的

激励项中不仅有锥形入射波还有目标对其的散射

波；同样，目标的激励项中也包括上层粗糙面的透

射波和下层粗糙面的反射波。由于FBM和Bi-CG的

计算量均为 2( )O N ，因此该算法的计算量为 2( )O N ，

而传统的矩量法 (如高斯消元法 )的计算量为
3( )O N ，因此计算效率大大提高。经过计算，该算

法具有良好的收敛性，当目标趋于无穷小时复合散

射系数与只有分层粗糙面时的散射系数相吻合，验

证了算法的有效性。最后，讨论了目标尺寸与深度

变化对复合散射系数的影响。 

2  基本理论 

2.1 电场积分方程(EFIE) 
设无限长金属圆柱目标位于双层粗糙面中间，

如图 1 所示。 inψ 为入射场，
l

ψ 为区域 l 中的场( l =  

0,1,2 )。当入射波为 TE 和 TM 波时，ψ 分别表示

电场和磁场(本文只考虑 TE 波入射)，在各区域中应 

 
图 1 双层粗糙面中间金属圆柱目标的示意图 
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2.2 耦合积分方程组 
设粗糙面长度为 L，离散密度 xΔ ，离散总数为

N，粗糙面 lS 的高度用 ( )l nf x 来表示。目标表面用

0xΔ 均匀离散，离散总数为 M，目标表面用 0( )nz x 表

示。结合边界条件，式(1)-式(3)整理为 
(0,1,1) (0,1,1)

1 1 0
in+ + ⋅ =A U B C Uψ ψ            (4a) 

(1,1,1) (1,1,1) (1,1,2)
1 1 1 2

(1,1,2) (1)
2 0      0

ρ + +

+ + ⋅ =

A U B A U

B C U

ψ

ψ              (4b) 

　　　

(1,2,1) (1,2,1) (1,2,2)
1 1 1 1

(1,2,2) (2)
1 0 0

ρ + +

+ + ⋅ =

A U B A U

B C U

ψ

ψ              (4c) 
(2,2,2) (2,2,2)

2 2 2 0ρ + =A U B ψ                  (4d) 
(1) (1) (2) (2)

1 1 2 2 0+ 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =E U F E U F D Uψ ψ  

(4e) 
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其中 1/l l lρ μ μ −= ，
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( 0,1,2l = )， lψ 和 

lU 表示第 l 个分界面上的待求未知向量。3 个上标

的意义分别为：第 1 个表示区域，第 2 个表示场点

所在分界面，第 3 个表示源点所在分界面。A，B
为粗糙面自身的阻抗矩阵，C ，D 为金属目标自身

的阻抗矩阵， ( )iE ， ( )iF 为粗糙面与目标之间相互作

用的阻抗矩阵。 
整理式(4)便可得到分层粗糙面与下方金属目

标耦合矩阵方程组： 
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(5a) 
Sur

0⋅ = −D U ψ                            (5b) 

其中式(5a)是求解分层粗糙面表面电流的方程，而

式(5b)则是求解目标表面电流的方程。该方程组表

明粗糙面不仅受到初始入射波的影响，同时还要受

到目标对其散射的影响，目标则只受到分层粗糙面

对其散射的影响。 Tar 0
l l= ⋅C Uψ ，表示目标对第 l 个

分界面的散射。 Sur ( ) ( )l l
l l= ⋅ + ⋅E U Fψ ψ ，表示上层

分界面的透射波与下层分界面反射波之和。 
2.3 用 CCIA 求解耦合积分方程组 

式(5)若直接用传统矩量法求解则计算量为
3( )O N ，需要耗费大量的时间。这里介绍一种新的

迭代算法来快速求解该方程组，其中第 i 步的迭代

方程如下： 
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l li i i i i⋅ = ⋅ = − ⋅ − ⋅ =Z I D U E U F Vψ  

(6b) 

其中 0Z 和 1Z 分别为分层粗糙面与目标的阻抗矩

阵， 0( )iV 表示第 i 次迭代过程中粗糙面的总入射波，

包括锥形入射波和目标对粗糙面的散射波。 1( )iV 表

示第 i 次迭代过程中目标总的入射波，包括上层粗糙

面的透射波与下层粗糙面的反射波。 
对式(6a)，采用 FBM 求解，将各子矩阵分解为

上、下和对角矩阵，分别用U 、D 和L 表示。例如，

对上标为( , , )l l l 的子矩阵有 
( , , ) ,( , , ) ,( , , ) ,( , , )l l l U l l l L l l l D l l l= + +A A A A      (7a) 
( , , ) ,( , , ) ,( , , ) ,( , , )l l l U l l l L l l l D l l l= + +B B B B      (7b) 

将未知向量分解为前后向分量， f b
l l l= +U U U ，

f b
l l l= +ψ ψ ψ ，这里， f

lU 和 f
lψ 是前向分量， b

lU
和 b

lψ 是后向分量。于是，式(6a)中前向电流迭代

公式写为 
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类似地可得到后向电流的迭代公式。由迭代求解，

第 i 次迭代的未知量为 ,( )
1
f iU ， ,( )

1
b iU ， ,( )

1
f iψ ， ,( )

1
b iψ ，

,( )
2
f iU ， ,( )

2
b iU ， ,( )

2
f iψ ， ,( )

2
b iψ ，迭代算法以 ,(0)

1 0b =U ，
,(0)

1 0b =ψ ， ,(0)
2 0b =U ， ,(0)

2 0b =ψ 为初始值，迭代至

指定收敛精度。 
用 Bi-CG 解式(6b)，FBM 和 Bi-CG 求解均为

循环迭代过程，称为内循环，设其各自的收敛精度

为 410γ −= 。而式(6a)和式(6b)的互耦迭代过程称为

外循环。由于 FBM 的计算量为 2
Sur( )O N ( SurN 为粗糙

面的未知量个数)，Bi-CG 的计算量为 2
Tar( )O N ( TarN

为目标的未知量个数)，外循环迭代一次计算量为
2
Total( )O N ( TotalN 为总的未知量个数)，因此该算法总

的计算量为 2
Total( )O N ，较之传统矩量法 3

Total( )O N 计

算效率大为提高。 
定义第n 步外循环迭代误差为 

  
total total total

inc

[ ( ) ( )]
( )

( )

n n
n

n
τ

⋅ −
=

Z I I
V

      (9) 

其中 totalZ 和 totalI 分别表示分层粗糙面与目标总的

阻抗矩阵和表面电流向量。从 total( ) 0n =I 开始迭代

计算，此时粗糙面的入射波只有锥形波。计算得到

粗糙面的表面电流分布，代入式(6b)右端激励项计

算目标的总激励，此时目标的入射波包括上层粗糙
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面的透射波和下层粗糙面对反射波。计算得到目标

的表面电流再代入式(6a)右端更新粗糙面的激励，

如此反复迭代直至达到指定收敛精度。 
2.4 锥形入射波和双站散射系数 

为减小人为截断引起的误差，采用 Thorsos 锥

形波，表达式为[15] 
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i

i

x z
w x z

kg g

θ
θ

⎡ ⎤+⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎣ ⎦
     (11) 

其中 iθ 为入射角(相对于 z 轴逆时针方向)，k 表示上

半空间的波数， g 是波束宽度。 
定义双站散射系数[5]为 

  
2

2

2 2 2

( , )

1 2 tan
2/ cos 1

2 cos

s
s i

i
i

i

g
k g

ψ θ θ
σ

θ
π θ

θ

=
⎡ ⎤+⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

         (12) 

其中 sθ 为散射角， ( , )s
s iψ θ θ 为散射场。 

3  数值计算和讨论 

本文中所有分界面均采用高斯粗糙面，长度为

L ，相关长度为 ( 1,2)il i = ，均方根高度为 ( 1,2)ih i = ，

1,2i = 分别表示上层和下层分界面，计算过程中应

避免上层分界面与下层分界面相重叠，金属目标位

于两层粗糙面之间。媒质的相对介电常数为 1rε ，

2rε ，上层介质厚度为d 。求解时采用脉冲基函数离

散粗糙面表面电流分布，剖分单元为 /10x λΔ = ，

圆柱半径为R ，深度dp 为目标与上层粗糙面的距

离， xp 为目标中心的水平位置，剖分单元总数为

120。如无特殊说明，文中参数的设置如下： 1 4.0rε =  
0.01i+ ， 2 7.0rε = ， 6.0d λ= ， 1.0R λ= ， 2.0dp λ= ，

0.0xp λ= ， o30iθ =  ， /4g L=  ， 40L λ= ，

1 2 0.1h h λ= = ， 1 2 1.0l l λ= = ，文中所有结果均是

对 50 个样本取均值得到的。所用计算机配置为：主

频：1.65 GHz ，内存：1 GB。 
算法有效性的验证。令目标尺寸趋于零，比较 

此时的散射系数与由矩量法得到的相同介质参数、 
粗糙度参数对应的分层粗糙面(粗糙面之间无目标)
电磁散射系数的差异即可验证该算法的有效性。图

2 所示为圆柱目标半径退化 410 λ− 时的散射系数与

只有粗糙面时的散射系数相比较。 由图可知，目标

尺寸趋于零时的散射系数与无目标时的结果吻合得

很好，验证了算法的有效性。 
算法的计算精度与收敛性。其它参数不变，令

上下层分界面均方根高度分别取 0.1 λ ， 0.3 λ ，

0.5 λ。图 3 给出了外循环迭代误差 τ随迭代步数的

变化关系。图中还给出了当目标边长为 1.0 a λ= 的

无限长立方柱，上下层分界面均方根高度为 0.1 λ时

的情况。 由图可知，对不同粗糙度的粗糙面，经过

15 步迭代，外循环收敛精度都能达到 510− 以下，远

远满足计算精度要求。经过验证，通常收敛精度为
210τ −= 即可满足精度要求，因此经过 4 步迭代即

可终止，并且不论是圆柱目标还是立方柱目标该算

法都具有良好的收敛性，同时由图可知，由于立方

柱周长小于圆柱周长，对于相同参数的粗糙面，目

标为方柱时的收敛性较好。 
图 4 给出了内循环 FBM 的迭代次数随外循环

迭代步数的关系，由图可知，经过 4 步外循环之后，

FBM只需迭代1次即可收敛，具有很好的收敛速度。

由于计算分层粗糙面与目标复合电磁散射过程中，

计算分层粗糙面表面电流占用了大量时间，因此

FBM 迭代次数的减少大大节省了时间，提高了计算

效率。值得指出的是，当目标为圆柱， 1 2h h=  

0.1λ= ，收敛精度取 210τ −= 时，用互耦迭代算法

实现一次需要 240 s，而用传统高斯消元法需要 485 
s，节省了约一半时间，实现 50 次可节省 3 个多小

时，较传统矩量法计算速度大为提高。 
图 5 给出了分层粗糙面中间存在无限长金属圆

柱和立方柱时的散射系数，其中立方柱边长为

1.0 a λ= ，圆柱半径为1.0 λ 。图中还给出了只有分

层粗糙面时的散射系数，由图可知，当粗糙面中间

存在目标时，后向散射方向散射系数明显增大，而

前向散射方向散射系数有所减小，并且当目标为圆 

 

图 2 算法验证                 图 3 τ 随迭代步数的变化关系        图 4 内循环迭代次数 
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柱时变化更为明显，这是因为圆柱目标的周长比立

方柱稍大( 2 4R aπ > )，所以圆柱与分层粗糙面的作

用更加明显。因此，当分层粗糙面中间存在目标时，

由于目标与粗糙面之间的相互耦合作用，散射系数

明显发生改变，当计算目标与环境的相关问题时，

必须考虑两者之间的相互作用。 

讨论圆柱目标大小对散射系数的影响。令其他

参数不变，目标半径取 0.5 λ，1.0 λ ，1.5 λ ，收敛

精度取 210τ −= 。双站散射系数见图 6，由图可知，

随着圆柱目标半径的增大，目标与分层粗糙面的相

互作用增强，复合散射系数增大，尤其在镜面反射

方向附近以外的很大范围内这一结论表现的尤为明

显。可见圆柱目标的半径大小对复合双站散射系数

有明显影响，同时也验证了该算法对不同尺寸目标

均具有良好的收敛性。 

图 7 给出了当 1.0 R λ= 时，由文献[4]中方法计

算的单层粗糙面下方金属圆柱目标复合散射系数与

分层粗糙面之间金属圆柱目标复合散射系数的对比

结果。由图可知，与单层粗糙面相比较，由于存在

下层粗糙面与上层粗糙面的相互作用，以及下层粗

糙面与目标的相互作用，使得复合散射系数增大，

尤其在镜面反射方向附近范围内变化更为明显。 

 

图 5 有无目标时分层粗糙面的散射系数    图 6 不同尺寸目标对应的散射系数        图 7 与单层粗糙面结果对比 

讨论目标位置对散射系数的影响。其余参数不

变，目标深度取 1.5 λ ， 2.0 λ 和 2.5 λ 收敛精度取
210τ −= 。相应的散射系数如图 8 所示，图中还给

出了目标深度取1.5λ ，2.0λ时单层粗糙面下方金属

圆柱目标的散射结果。由图可知，当目标深度增大

时，分层粗糙面与下方目标的复合散射系数变化不

明显，而单层面与下方目标的散射系数明显减小。

这是由于对于双层粗糙面，当目标深度增加时，目

标与上层粗糙面的距离增大，相互作用减小，但与

下层粗糙面的却又距离减小，相互作用增大，因此

目标与分层粗糙面的相互作用变化不是特别明显。 

4  结论 

用基于FBM和Bi-CG的互耦迭代算法(CCIA)
快速获取了 1 维分层媒质粗糙面之间无限长金属圆  

 

图 8 不同目标深度对应的散射系数 

柱目标和无限长立方柱目标的复合电磁散射特性，

并对计算结果进行了验证，讨论了算法的收敛性，

当目标周长较小时，算法具有更好的收敛速度。计

算了不同目标尺寸对应的复合散射系数，结果表明，

随着目标尺寸的增大，分层粗糙面与目标的相互耦

合作用增强，散射系数增大，反之则减小。将计算

结果与单层粗糙面下方金属目标结果相比较。结果

表明，由于下层粗糙面与上层粗糙面以及目标的相

互作用，散射系数明显增大。同时，讨论了目标深

度变化对复合散射系数的影响，结果表明，当目标

深度变化时，分层粗糙面与下方目标的复合散射系

数变化不明显。 
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