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一种基于二维拉格朗日连续水平集的图像分割方法 
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摘  要：在图像分割领域中，基于离散水平集的图像分割方法不但对低信噪比图像难以实现正确地分割，而且分割

速度较慢。针对这一问题，该文提出了一个基于连续水平集的图像分割方法。利用 2 维拉格朗日基函数的线性组合

把水平集函数表示成连续函数。 小化实现图像分割的能量函数，建立基函数系数演化的微分方程。因此能量函数

的 小值可直接根据拉格朗日的系数值获得。利用简单有限差分法对系数演化微分方程求解，实现了低信噪比图像

的快速分割。实验结果表明该方法具有理想的分割结果。 
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An Image Segmentation Approach Based on  
Two-Dimension Lagrange Continuous Level Set 
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②(National Key Lab of Radar Signal Processing, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: In the field of image segmentation, the image segmentation approach based on discrete level set can not 
accurately segment an image with low SNR value, and the speed of image segmentation is lower. In order to solve 
these problems, an alternative approach is proposed based on continuous level-set. The level-set function is 
modeled as a continuous parametric function using the line combination of two-dimension Lagrange basis. The 
difference equation is derived by minimizing the energy formulation for image segmentation. As a consequence, the 
minimization of the energy formulation is directly obtained in term of the Lagrange coefficient. The fast 
segmentation of image with low SNR value is implemented by the numerical solution of the coefficient difference 
equation that is solved by simple finite-difference methods. Experimental results demonstrate that the proposed 
approach can gain better perfect effect. 
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1  引言  

借鉴一些流体中的重要思想，1988年Osher等人

首次提出了水平集方法[1]，该方法提出以后就得到了

广泛的应用 [2 4]− 。近年来，这种方法已被应用在图

像分割领域。例如，曹宗杰[5]等人将基于统计模型的

水平集方法应用到了SAR图像的分割中。梅雪等[6]

将变分水平集方法应用到了红外图像的分割中。王

斌等[7]提出了用于医学图像分割的水平集接力方法。

Chan等[8]提出了一种基于水平集方法的两相位图像

分割模型。在上述水平集方法的应用中，水平集函

数都以离散形式表示，然而基于离散水平集的图像
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分割方法有如下的主要缺点：(1)为了保证离散水平

集函数稳定地演化，需要周期性地重新初始化水平

集函数为符号距离函数。反复初始化不但降低了分

割速度，而且也降低了活动曲线拓扑结构变化的灵

活性[9]。(2)由于水平集函数以离散形式表示，为了

保证偏微分方程数值解的精确性，时间步长不能取

的太大，这又进一步降低了分割速度。(3)对噪声的

抑制能力有限[10]。因此，Olivier等[11]提出了一种利

用2维3阶B样条基函数把水平集函数表示成连续形

式的图像分割方法。该方法虽然能有效地抑制噪声，

但其计算复杂度较高。 
拉格朗日插值是一种多项式插值方法。它不但

具有简单的基函数而且在整数结点的基函数的系数

值可以由该点处的函数值直接获取。由于基函数比
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较简单，利用该基函数表示的连续水平集的函数值

可以实现快速的更新，从而提高分割速度。另外，

由于图像的像素点都在整数栅格点上，所以基函数

的初始系数值就等于像素点的水平集函数值。基函

数初始系数值的直接获取不仅进一步提高了分割速

度，也保证的水平集函数更新的稳定性，从而提高

了图像的分割精度。基于以上分析，本文提出了一

个基于2维拉格朗日基函数的连续水平集的图像分

割方法。利用2维拉格朗日基函数的线性组合把水平

集函数表示成连续函数。本文方法通过限制拉格朗

日基函数系数值的范围，避免了水平集函数的重新

初始化过程，提高了活动曲线的演化速度。水平集

函数以连续的形式表示，因此可采用简单的有限差

分方法求取微分方程的数值解。这样时间步长可取

较大的值，进一步提高了活动曲线的演化速度。在

本文方法中拉格朗日基函数起到了一个滤波器的作

用，因此可以通过改变拉格朗日基函数的空间尺度，

有效地分割不同信噪比的图像。 

2  水平集方法 

水平集方法主要是从界面传播等研究领域中逐

步发展起来的，它是处理封闭运动界面随时间演化

过程中几何拓扑变化的有效计算工具。水平集方法

的基本思想为：以隐式的方法来描述演化曲线，即2
维演化曲线C 被隐含地表达为3维连续曲面 ( , )x yφ  
的一个具有相同函数值的同值曲线，通常是C =  
{( , ) ( , ) 0}x y x yφ = ，称为零水平集，而 ( , )x yφ 称为

水平集函数。 
水平集函数通常是由闭合活动曲线C 生成的符

号距离函数(Signed Distance Function， SDF)。设
2( , ),( , )x y x y Rφ ∈ 是 SDF，则有 ( , )x y dφ = ± ，其中d

是点( , )x y 到闭合活动曲线C 的 短距离，等号右边

的符号根据点( , )x y 在C 的内外部而定，一般在C 内

部的点取正号，外部的点取负号。 

3  2 维拉格朗日连续水平集的图像分割方法 

3.1 能量函数 
在基于水平集的图像分割方法中，闭合活动轮

廓曲线C 由水平集函数 ( , )x yφ 中的零水平集隐含表

示为 {( , ) ( , ) 0}C x y x yφ= = ，并且满足 (inside( ))Cφ  
0, (outside( )) 0Cφ> < ；其中 inside( )C 表示活动曲线

C 的内部区域， outside( )C 表示活动曲线C 的外部

区域。 
为了简明地说明水平集方法在图像分割中的应

用，本文考虑两相位图像的分割问题。这类问题的

能量函数可以用水平集 ( , )x yφ 表示为如下形式[12]： 

in in

out out

( ( , )) (( , ), ( , )) ( ( , ))d d

                (( , ), ( , ))

                (1 ( ( , )))d d

                (( , ), ( , )) ( ( , ))

                ( , ) d d

C C

J x y v g x y x y H x y x y

v g x y x y

H x y x y

v g x y x y x y

x y x y

Ω

Ω

Ω

φ φ φ

φ

φ

φ δ φ

φ

=

+

⋅ −

+

⋅ ∇

∫
∫

∫
(1) 

其中Ω 是图像的定义域，函数 in( )g ⋅ 和 out()g ⋅ 分别描

述了目标区域和背景区域的特征； ()Cg ⋅ 是反应活动

曲线C 特征的函数。 in out,v v 和 Cv 都是大于零的参

数。 ()H ⋅ 和 ()δ ⋅ 分别表示 Heaviside 函数和 Dirac 函

数。当式(1)所示的能量函数达到 小值时，水平集

函数中的零水平集会演化到目标的边缘处，从而完

成图像的分割。 
3.2 水平集函数的连续表示 

在传统的基于水平集的图像分割方法中，水平

集函数是以离散形式表示的。本文用 2 维拉格朗日

基函数的线性组合把水平集函数表示为如下的连续

形式： 

                       其他

2
, ,

( , )

0

4

2
,

( , ) ( , )

( )( )

,
( !)

( , )     ,

0,

i j i j
i j

m h

m h
m

i j

x y c L x i y j

x i m y j m

h
L x i y j x i h y j h

Ω
φ

∈

=

=−
≠

⎫⎪= − − ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎧⎪ ⎪⎪ − − − − ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎬⎪ ⎪⎪⎪ ⎪− − = − ≤ − ≤⎨ ⎪⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪⎪⎩ ⎪⎭

∑

∏

(2) 

其中 2
, ( , )i jL x i y j− − 是 2 维拉格朗日基函数，其结点

位于图像定义域Ω 的整数栅格点上，h 是正整数表

示基函数的空间尺度， ,i jc 是 2 维拉格朗日基函数的

系数。  
3.3 能量函数的最小化 

由于水平集函数可以用式(2)表示成连续形式，

因此 小化能量函数式(1)可以通过改变 2 维拉格朗

日基函数的系数值 ,i jc 来实现。 为了 小化能量函

数，首先应求解能量函数式(1)关于 ,i jc 的导数，其

求解过程如下：分别把式(1)右边的 3 项简化表示为

如下形式： 

in in

out out

d d

(1 )d d (3)

d d              c C

J g H x y

J g H x y

J g x y

Ω

Ω

Ω
δ φ

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪= − ⎬⎪⎪⎪⎪= ∇ ⎪⎪⎭

∫
∫
∫   
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求式(3)关于 ,i jc 的导数可得到如下结果。 

in in

, .

out out
out

, ,

,

,

d d d d
d d

d d(1 ) d d
d d

dd d d
d d d d

d         d d
d

in
i j i j

i j i j

C C
C C

i j

i j

J g HH g x y
c c

J g HH g x y
c c

J g
g g

c

x y
c

Ω

Ω

Ω

φ
φ φ

φ
φ φ

φδδ φ φ δ
φ φ φ

φ

⎫⎡ ⎤ ⎪∂ ∂ ⎪⎢ ⎥= + ⋅ ⎪⎪⎢ ⎥∂ ∂ ⎪⎣ ⎦ ⎪⎪⎪⎡ ⎤∂ ∂ ⎪⎪⎢ ⎥= − − ⋅ ⎪⎢ ⎥ ⎪∂ ∂⎣ ⎦ ⎪⎪⎬⎪⎡ ⎤∇ ⎪⎪⎢ ⎥= ∇ + ∇ + ⎪⎢ ⎥⎪⎪⎣ ⎦⎪⎪⎪⎪⋅ ⎪⎪⎪⎪⎭

∫

∫

∫
(4) 

利用式(2)，式(4)可得出能量函数式(1)关于 ,i jc 的导

数： 

2
,

,

in in out out

d ( , ) ( , )d d
d

( , ) ( , ) ( , )

( , )
           div ( , ) ( ( , ))

( , )

i j
i j

C C

J w x y L x i y j x y
c

w x y v g x y v g x y

x y
v g x y x y

x y

Ω

φ δ φ
φ

⎫⎪⎪⎪= − − ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎛ ⎪⎜ ⎪⎜= − ⎬⎜⎜ ⎪⎜ ⎪⎝ ⎪⎪⎪⎞⎛ ⎞ ⎪∇ ⎟⎟ ⎪⎜ ⎟⎟ ⎪⎜− ⎟⎟⎜ ⎪⎟⎟⎟⎜ ⎟∇ ⎪⎝ ⎠⎠ ⎪⎭

∫

 (5) 

其中 ( , )w x y 反映了被分割目标的特征，本文称之为

特征函数。 
利用式(5)求解能量函数式(1)关于每个 2 维拉

格朗日基函数系数的导数。然后利用梯度下降流法

得到能量函数式(1)关于 ,i jc 的微分方程为 
,d

d
i jc

cJ
t
= −∇                           (6) 

其中 t 是时间参数， cJ∇ 是能量函数式(1)关于 2 维

拉格朗日基函数系数 ,i jc 的能量梯度为 
2
,

,

d
( , ) ( , )d d

d i j
i j

J
cJ w x y L x i y j x y

c Ω
∇ = = − −∫  (7) 

从式(7)中可知能量梯度可以看作特征函数

( , )w x y 与 2 维拉格朗日基函数的卷积。这样就可以

通过调整 2 维拉格朗日基函数的空间尺度h 来平滑

图像中的噪声。空间尺度越大，平滑噪声的能力越

强，但计算复杂度会随着空间尺度的增加而提高。

因此空间尺度的选取应根据具体的图像而定。对于

信噪比较低的图像，应取较大的空间尺度( 3h = )；
相反，对于没有噪声或高信噪比的图像， 1h = 即可。 

由于图像在计算机中是以离散形式表示的，因

此在实际计算能量梯度式(7)的值时需要把其离散

化，也就是分别离散化特征函数 ( , )w x y 和 2 维拉格

朗日基函数 2
, ( , )i jL x i y j− − 。本文采用如下表达式求

解式(7)的离散形式： 

其他

2
,

( , )

,

( , ) ( , ),

d
      ,

d
0,    

i j
x y

i j

w x y l x i y j

J
cJ x i h y j h

c

ε
Ω∈

⎧⎪ − −⎪⎪⎪⎪⎪∇ = = − ≤ − ≤⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑
  (8) 

其中Ω 是给定图像的定义域；h 是拉格朗日基函数

的空间尺度； ( , )w x yε 是用 ()H ε ⋅ 和 ()εδ ⋅ 分别代替能量

函数式(1)中的 Heaviside 函数 ()H ⋅ 和 Dirac 函数 ()δ ⋅
后得到的特征函数( H ε 和 εδ 是正则化的 Heaviside
函数和 Dirac 函数)。 2

, ( , )i jl x i y j− − 是拉格朗日基函

数 2
, ( , )i jL x i y j− − 在整数结点离散采样后的结果。 
由于水平集函数被表示成了连续函数，特征函

数 ( , )w x y 中所包含的几何特征项(如曲率，法线)很
容易求出其解析解[11,13]，因此对该函数在整数栅格

点进行采样就可得到其离散值。根据式(8)求出能量

函数式(1)关于 2 维拉格朗日基函数系数 ,i jc 的能量

梯度的离散值后，就可以使用式(9)所示的简单有限

差分法求解式(6)所示的微分方程。 
( 1) ( )
, ,
p p

i j i jc c t cJ+ = −∇ ⋅∇           (9) 

其中 p表示迭代次数， t∇ 是迭代步长或者称为时间

步长。 
3.4 连续水平集函数值的约束 

通过约束水平集函数值的范围，可以避免水平

集函数的重新初始化过程[11,13]。由于水平集函数被 2
维拉格朗日基函数的线性组合表示成连续函数，因

此2维拉格朗日基函数的系数值 ,i jc 的范围决定了水

平集函数值的范围。所以约束水平集函数值的范围

可以很容易通过约束基函数的系数值 ,i jc 来实现。这

种方法不但计算量小而且不会降低水平集函数拓扑

结构变化的灵活性。 
根据水平集函数的特点可知，水平集函数 ( ,xφ  

)y 乘以一个非零的系数σ 并不改变它的特性[13]。由

式(2)可知， ( , )x yφ 乘以σ 与 ,i jc 乘以σ 相等。因此可 

以把由式(9)得到 ,i jc 的值，利用
( 1)
,1

, ( 1)
, max

p
i jp

i j p
i j

c
c

c

+
+

+
= 把 

水平集函数的值约束在[ 2 2(2 1)  (2 1)h h− + + ]的范围

内，其中h 是 2 维拉格朗日基函数的空间尺度 ，
( 1)
, max
p

i jc + 是在 1i + 次迭代后，所有系数取绝对值后 

的 大值。 
3.5 算法的计算量分析 

算法运行所需的乘除数是衡量其计算量的常用

标准。因为2维拉格朗日基函数的初始系数值可由水

平集函数值直接获取，所以本文算法的计算代价主

要体现在根据式(8)和式(9)更新基函数的系数值方

面。更新每一个基函数的系数需要运算 2((2 1)h +  
1)+ 次乘法，基函数的个数等于图像所含有像素的

个数。因此，更新所有基函数的系数值需要运算
2((2 1) 1)( )h M N+ + × 次乘法，其中h 是基函数的空

间尺度，M N× 表示图像所含像素个数。所以本文

算法的时间复杂度为 2((2 1) 1)( )h M N+ + × 。 
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4  试验与讨论 

4.1 分割函数 
本文方法的仿真实验所选择的能量函数是 C-V

模型[8]的能量函数，因为 C-V 模型是典型的两相位

图像的分割模型。C-V 模型的能量定义为如下形式： 
2

1 2 1

2

2

( ( , ), , )= ( ( , ) ) ( ( , ))d d

                    ( ( , ) )

                     (1 ( ( , )))d d

                    ( , ) ( ( , ))d d

J x y c c u x y c H x y x y

u x y c

H x y x y

v x y x y x y

εΩ

Ω

ε

εΩ

φ φ

φ

φ δ φ

−

+ −

⋅ −

+ ∇

∫
∫

∫ (10) 

其中 1 2,c c 是能量函数的两个参数， v 是大于零的参

数用来均衡区域项和轮廓项对能量函数值的影响。

( , )u x y 是给定的图像；H ε 和 εδ 是正则化的 Heaviside
函数和 Dirac 函数： ( )( ) 1/2 (1/ )arctan / ,H x xε π ε= +  

( ) (d/d ) ( )x x H xε εδ = ，根据式(5)可得到式(10)的特 

征函数： 1 2( , ) ( ( , ) ) ( ( , ) )w x y u x y c u x y c vε

⎛⎜⎜= − − − − ⋅⎜⎜⎝
 

( , )
div ( ( , ))

( , )
x y

x y
x y ε

φ δ φ
φ

⎞⎛ ⎞∇ ⎟⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎟⎟⎜ ⎟∇⎝ ⎠⎠
。 

4.2 仿真实验参数选取 
(1)实验中所有图像的大小都是 128 128× (像

素)，灰度级都是 256。迭代步长 5t = 。 
(2)正则化后的Dirac 函数是非紧支函数，为了

简化计算，参数 ε 的值取为 1。 
(3)根据闭合活动曲线C 生成符号距离函数时，

位于C 内部的像素点取正号，外部的取负号。 
4.3 分割结果 

图 1 显示了本文方法和基于 C-V 模型的离散水

平集方法对不同信噪比图像的分割结果对比。第 1
行从左到右分别是信噪比等于 20 dB 、15 dB 和

10 dB的原始图像。第 2 行是基于 C-V 模型的离散

水平集方法的分割结果( 25 255v = ⋅ ，迭代 500 次，

耗时 9.54 s)。第 3 行是本文方法使用 1h = ， 0v = 的

分割结果(迭代 3 次，耗时 1.98 s)。第 4 行是本文方

法使用 2h = ， 0v = 的分割结果(迭代 3 次，耗时

4.59 s)。第 5 行是本文方法使用 3h = ， 0v = 的分

割结果(迭代 3 次，耗时 9.02s)。从分割结果可以看

出：(1)离散水平集方法仅依赖 C-V 模型中曲率项平

滑图像中的噪声，对高信噪比图像能得到满意的分

割结果，但对低信噪比图像的分割结果很不理想。

(2)本文方法不但能有效地分割高信噪比图像而且

对低信噪比图像也能得到满意的分割结果，并且基

函数的空间尺度h 越大对噪声的抑制能力越强。(3)
本文方法的分割速度远快于基于C-V模型的离散水 

 

图 1 不同信噪比图像的分割结果 

平集方法的分割速度。 
图 2给出了本文方法对一幅SAR图像的分割结

果和其对应的水平集函数图像( 2h = ， 0v = )。为

了增加目标与活动曲线的对比度，本文使用了与目

标灰度值差别较大的活动曲线。图 2(a)是原始图像，

图 2(d)是其对应的水平集函数图像；图 2(b)是迭代

3 次的分割结果，图 2(e)是其对应的水平集函数图

像；图 2(c)和图 2(f)分割是 终的分割结果和其对

应的水平集函数图像。从分割结果可以看出，利用

本文方法不但分割出了大目标，而且小目标也得到

了有效地分割。这是因为本文方法没有周期性地重

新初始化水平集函数为符号距离函数，从而保证了

活动曲线发生拓扑结构变化的灵活性。另外，基函

数的空间尺度( 2h = )对图像中的噪声起到了较好

的抑制作用。 

 

图 2 本文方法对 SAR 图像的分割结果 
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为了进一步说明本文方法的有效性，图 3 给出

了本文方法和文献[11]提出的方法对一幅复杂自然

图像分割结果的对比。图 3(a)原始图像；图 3(b)是
本文方法的分割结果( 1h = ， 22 255v = ⋅ ，迭代 5
次，耗时 3.31 s)；图 3(c) 是文献[11] 提出方法的分

割结果( 1h = ， 22 255v = ⋅ ，迭代 5 次，耗时 8.84 s)。
从分割结果可以看出，两种方法的分割性能差别不

大，但本文方法的分割速度要快于文献[11] 提出方

法的分割速度。这是因为 2 维 3 阶 B 样条基函数比

2 维拉格朗日基函数具有更复杂的表达式。因此在

计算特征函数与基函数卷积的过程中 2 维 3 阶 B 样

条基函数需要更长的计算时间。 

 

图 3 复杂自然图像分割结果 

5  结论 
本文提出了一种基于 2 维拉格朗日基函数连续

水平集的图像分割方法。利用拉格朗日基函数的线

性组合把水平集函数表示成连续函数。通过改变基

函数的系数值驱使水平集函数的零水平集向目标边

界演化，以完成图像分割。从实验结果可以看出，

本文方法的分割速度不但远优于基于离散水平集的

图像分割方法，而且对低信噪比的图像也能得到满

意的分割结果。另外，虽然本文方法与基于 2 维 3
阶 B 样条连续水平集的图像分割方法的分割性能差

别不大，但本文方法具有更快的分割速度。 
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