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三维电子光学模拟器二阶有限元方法研究 
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(电子科技大学大功率微波电真空器件技术国防科技重点实验室  成都  610054) 

摘  要：该文介绍了二阶有限元方法的基本理论，同时将其应用到 3 维微波管模拟器套装(Microwave Tube 

Simulator Suite, MTSS)中的电子光学模拟器(Electron Optics Simulator, EOS)。比较了 EOS 分别采用一阶和二阶

有限元方法的计算结果，得到了二阶具有更好的收敛性以及更快的收敛速度的结果。 
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3D Second-Order Finite Element Method for Electron Optics Simulator 

Hu Quan    Huang Tao    Yang Zhong-hai    Li Bin    Li Jian-qing 
(Vacuum Electronics National Lab, University of Electronic Science and Technology of China, Chengdu 610054, China) 

Abstract: In this paper, 3D second-order finite element method for electron optic system is presented. And it is 
implemented in Electron Optics Simulator (EOS). The results are compared between first-order finite element 
method and second-order finite element method. Second-order finite element method has better convergence and 
faster convergence rate. 
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1  引言  

随着计算机软硬件技术的不断提高，计算机模

拟技术得到了飞速发展。可用于模拟电子光学系统

的软件也由 2 维发展到了 3 维，一些专用和商用软

件逐步出现，如MICHELLE[1,2]，OPERA[3]，Magic[4]，

CST[5]等。电子科技大学研发的电子光学模拟器

(Electron Optics Simulator, EOS)[6]，是 3 维微波管

模拟器套装 (Microwave Tube Simulator Suite, 
MTSS)[7]的重要组成部分。EOS 采用 3 维实体建模、

3 维有限元网格自动划分、静态轨迹迭代算法求解

电子运动状态。可用于模拟设计轴对称电子枪、栅

控电子枪、多注电子枪、带状注电子枪、轴对称及

非轴对称多级降压收集极等。 
EOS 采用的是常应变四面体单元，即一阶有限

元方法。实际工程中的电场往往随坐标变化，但常

应变四面体单元中的电场分量都是常量，难以适应

急剧变化的电场。为了保证计算精度，必须采用密

集的计算网格，这样节点数量将很多，方程组十分

庞大。若采用高次插值函数，单元中的场是变化的，
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则可用较少的单元、较少的自由度而得到较高的计

算精度，从而可降低方程组的规模。为此，我们在

EOS 中引入了二阶插值函数[8,9]。 

2  有限元理论 

2.1 体积坐标 
如图 1 所示四面体单元 ijmp 中，任意一点 Q 的

位置可由下列 4 个比值来确定。 

 

图 1 四面体单元体积坐标 

/ ,  / , / , /i i j j m m p pL V V L V V L V V L V V= = = = (1) 

式中 V 为四面体 ijmp 的体积，Vi 为四面体 Qjmp
的体积，Vj为四面体 Qmpi 的体积， Vm 为四面体

Qijp 的体积，Vp为四面体 Qijm 的体积。 
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这 4 个比值称为 Q 点的体积坐标。由于 Vi+ Vj+ 
Vm+Vp=V，因此 Li+Lj+Lm+Lp=1。 

根据几何关系，直角坐标与体积坐标之间应符

合下列关系： 
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式中 ai，bi，ci，di(i，j，m，p)的计算公式如下 
1
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= = −
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为了使四面体的体积不致成负值，单元节点的

编号 i，j，m，p 必须依照一定的顺序。在右手坐标

系中，当按照 i-j-m 的方向旋转时，右手螺旋应向 p
的方向前进。 

求体积坐标的幂函数在四面体单元上的积分

时，可应用式(5) 
! ! ! !d d d 6

( 3)!
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体积坐标的幂函数对直角坐标求逆时，可利用
式(6)： 
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2.2 插值函数 
2.2.1 一阶插值函数  图 2 给出了一个四面体单元 e
的结构及结点编号。对于这样一个四面体单元，未
知量Φ 能够近似为 

( , , )e e e e ex y z a b x c y d zΦ = + + +        (7) 
对应的一阶插值函数为 

( ) ( )1, , , , , ,
6

e e e e e
k k k k keN x y z a b x c y d z k i j m p

V
= + + + =

  (8) 

 

图 2 10 结点四面体单元 

且具有如下性质： 

( )
1,

, ,
0,

e
k t t t kt

k t
N x y z

k t
δ

⎧ =⎪⎪⎪= = ⎨⎪ ≠⎪⎪⎩
       (9) 

因此四面体 e 内任意一点(x，y，z)的电位 

( ) ( ), , , ,
p

e e e
k k

k i

x y z N x y zΦ Φ
=

=∑        (10) 

即四面体内任意一点的电位是四面体 4 个顶点电位

的插值。 
对于常应变四面体单元，所采用的一阶插值函

数可用体积坐标表示如下： 
, , , ,k kN L k i j m p= =             (11) 

2.2.2 二阶插值函数  一阶 4 结点四面体单元内的

电场强度是常量，这种单元的精度不高。为了提高

单元精度，可增加单元的自由度个数。除四面体 4
个顶点 i，j，m，p 外，在 6 条棱边的中点各增加一

个结点，构成 10 结点 2 次四面体单元，如图 2 所示。 
每个节点有 3 个自由度，2 次四面体单元有 30

个自由度，未知量Φ 可近似为 2 次多项式 

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10

2 2

2

( , , )

              

e e e e e e e

e e e e

x y z a a x a y a z a x a y

a z a xy a yz a zx

Φ = + + + + +

+ + + + (12) 

与平面 2 次三角形单元类似，不难证明，2 次

四面体单元是完备单元。对于上式的待定系数

a1~a10，若在整体坐标系下由节点未知量解出，其计

算十分冗繁。为此，2 次单元的未知量Φ 可在体积

坐标系下由插值函数表示： 
6

1
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各节点处的插值函数可由体积坐标表示为 

1

4

(2 1),  , , ,

4 ,       1,2, 3; , ,

4 ,       4,5,6; , , ,

i i i

j m

i p

N L L i j m p

N L L i j m
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⎫⎪= − ⎪⎪⎪⎪= ⎬⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

           (14) 

与一阶插值函数一样，二阶插值函数同样具有

式(9)的性质。 
2.3 有限元 

采用有限元法计算空间的静电场分布，实际上
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处理的是如下边值问题： 
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边界条件为 
 在 上1,   p SΦ =                        (16) 
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在 上2S                        (17) 

上面的边值问题等价于如下变分问题： 
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整体的变分等于各个四面体单元的变分之和， 
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e 为网格单元编号，M 为网格单元的总数。 
当 γ =q=0 时， 
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式(22)可写成矩阵形式 
e
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当 xα ， yα ， zα 都等于 1 时，矩阵 Ke和 Be中

的元素可表示为 
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一旦用有限元法求出了电位Φ ，即可由下式求

出电场强度 

E Φ= −∇                (26) 

2.3.1 一阶有限元  对于一阶有限元，矩阵 Ke 和

Be中的元素为 
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四面体单元 e 内任意一点(x,y,z)的电场强度为 

( )1
6

p
e e e e e

k k k ke
k i

E b x c y d z
V

Φ
=

= − + +∑            (29) 

所以采用一阶有限元方法求解得到的同一四面

体内的电场强度是不变的。 
2.3.2 二阶有限元  对于二阶有限元，矩阵 Ke 和

Be中的元素相对比较复杂，可表示为 
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1 , 1, ,6
5

e e e
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四面体单元 e 内任意一点(x,y,z)的 X 向电场强

度为 

1 6

1 [(4 1) (4 1)
6

      4( ) +4( ) ]

x i

e e e e e e e
i i p p pe

e e e e e e e e e e
j m m j p m m p

E L b L b
V
L b L b L b L b

Φ Φ

Φ Φ

= − − + + −

+ − + − (32) 

将上式中的 b 分别改为 c，d 便得到 Ey，Ez。四

面体单元 e 内的电场强度是体积坐标 L 的函数，而

体积坐标 L 是 x，y，z 的函数，所以电场强度也是

x，y，z 的函数，即同一四面体内的电场强度是随坐

标变化的。 

3  模拟计算 

本文对同一把电子枪分别用一阶有限元模拟器

EOS_3D 和二阶有限元模拟器 EOSH_3D 对其进

行了模拟计算，并对结果进行了比较，如图 3-图 7
及表 1 所示。从图 5 和图 6 可以看出，随着网格的
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增多，EOS_3D 和 EOSH_3D 的计算结果不断地趋

于收敛，且都向同一点收敛；且 EOSH_3D 的收敛

速度较快，EOSH_3D 在 10 万网格左右，就能实现

电子光学参数的收敛，而 EOS_3D 则需要 100 万网

格以上。即在获得相同计算精度的情况下，EOSH_3D
比 EOS_3D 需要更少的计算时间和内存。 

另外，从图 7 和表 1 可以看出，在同样数量的

网格下，EOSH_3D 比 EOS_3D 所需的内存更大，

计算时间更长。这是由于 EOSH_3D 比 EOS_3D
在一个四面体中有更多的自由度。 

4  结论 

从理论上看，一阶有限元推导出的同一网格单 

元中的电场是不变的，而二阶有限元推导出同一网 
格单元中的电场是随坐标变化的，因此二阶有限元

比一阶有限元更符合实际情况。一阶有限元中，网

格单元内任意一点的电位是 4 个顶点电位的插值，

而二阶有限元中，网格单元内任意一点的电位是 4
个顶点电位和 6 个边中点电位的插值，所以相同网

格下二阶有限元的矩阵比一阶有限元的矩阵要大，

通常是一阶有限元矩阵的 7-8 倍，相应的二阶有限

元比一阶有限元就需要较多的计算机资源和计算时

间。从模拟结果上看，只要网格足够多，一阶、二

阶有限元的计算结果会收敛于同一点，这符合数学

理论。二阶有限元比一阶有限元具有更好的收敛性，

可以用较少的网格以较快的速度得到准确的计算结 

 

图 3 EOSH_3D 计算的电位云图                         图 4 EOSH_3D 计算的电子轨迹图 

 

图 5 电子注电流随网格数的变化曲线     图 6 电子注注腰半径随网格数的变化曲线      图 7 所需内存随网格数的变化曲线 

表 1 不同网格数量下的内存消耗及计算时间表 

内存(M) 计算时间(s) 
网格数 

EOS_3D EOSH_3D EOS_3D EOSH_3D 

4858 25 20 35 51 

7767 25 30 41 60 

11608 30 35 53 67 

34960 40 60 89 242 

177631 120 210 223 2081 

318027 200 400 582 7210 

720917 400 800 1436 28799 

1154714 620 1200 2633 49039 

 

果。 
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