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高阶 LOD-FDTD 方法的数值特性研究 

刘国胜
①    张国基

② 

①(华南理工大学计算机科学与工程学院  广州  510641) 
②(华南理工大学数学系  广州  510641) 

摘  要：该文分析并证明了高阶局部 1 维时域有限差分(LOD-FDTD)方法的数值特性，即：稳定性、数值色散及

高阶收敛性。文中首次推导出 3 维各阶 LOD-FDTD 方法的增长因子和数值色散关系的一致形式，解析证明了这类

方法均是无条件稳定的。基于此一致性关系，首次分析了这类方法的数值色散误差随阶数的收敛情况，并给出收敛

性条件。在用此类方法计算谐振腔本征模频率的实验中，数值结果显示高阶方法可达到更优的计算精度，同时不显

著增加计算时间。 
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Abstract: In this paper, the numerical properties of higher-order Locally One Dimensionally Finite-Difference 
Time-Domain (LOD-FDTD) are investigated, i.e. stability, numerical dispersion, and convergence. The universal 
formulas of the amplitude factor and the numerical dispersion relationship are derived for 3D varying-order 
LOD-FDTD, and their unconditional stability is analytically proved. Based on this universal formula, the 
numerical convergence of this class of methods is discussed, and the convergence condition is presented for the first 
time. Numerical results in calculating the resonant frequency show that, higher-order methods can achieve better 
performance while not dramatically increasing computational time.  
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1 引言  

近几十年来，时域有限差分方法(FDTD)被广泛

应用于电磁兼容、散射等问题中，它有着物理含义

清晰，简单易实现等优点，已经成为 主要的时域

仿真方法[1]。然而，Courant-Friedrichs-Lewy(CFL)
条件的限制是 FDTD 方法面临的主要挑战。为克服

这一缺点，具有无条件稳定性的隐式 FDTD 方法在

近几年越来越受到重视，如：基于 C r a n k - 
Nicolson(CN)策略的 CN-FDTD 方法[2]；基于交替

方向隐式(ADI)策略的 ADI-FDTD 方法 [3 5]− 。另外，

局部 1 维(LOD)策略在 2005 年被引入 FDTD 方法

中 [ 6 ]，之后逐渐受到重视成为一个新的研究热 
点 [7 9]− 。作为 ADI-FDTD 方法的一种改进算法，
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LOD-FDTD 方法具有更简单的实现和更高效的计

算性能。虽然隐式方法是无条件稳定的，但已经证

实它们的数值精度都随时间步长的增大而大大降

低。文献[8]通过添加人工变量的方法， 小化 LOD- 
FDTD 的数值色散错误。文献[9]提出一种迭代过程

以消除 LOD-FDTD 方法中的非交换误差项。本文

研究高阶近似来提高 LOD-FDTD 方法的精度，它

在时域中采用 2 阶差分近似，在空间域中采用高阶

差分近似。理论和实验均证明，这类高阶方法同样

具有无条件稳定的特性，并有更优的数值色散关系，

适用于高精度要求的电磁仿真问题。 
本文组织如下：在第 2 节，推导出高阶 LOD- 

FDTD 方法的数值公式；在第 3 节，证明这种方法

是无条件稳定的，同时给出其数值色散关系，另外

对高阶方法的收敛性进行研究；第 4 节用数值实验

对高阶方法进行了比较；结论在第 5 节中给出。 
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2 高阶 LOD-FDTD 算法 

3 维自由空间中的 Maxwell 方程组可用矩阵

表示为 

[ ] [ ]( )A B
t

∂ = +
∂
ϕ ϕ               (1) 

式(1)中向量 T[ , , , , , ]x y z x y zE E E H H H=ϕ 由 6 个电场

和磁场分量组成，空间微分算子 [ ] 1
0adiag{ ,ε−=A R  
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0ε ， 0μ 分别是真空中的介电常数和磁导率常数。  
对式(1)在 ( 1/2)t n t= + Δ 时刻应用 CN 策略，

可以得到 
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进一步对式(3)进行分解(两边同时添加 2 / 4[ ]tΔ A  
[ ]B 项)得到 
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传统的 ADI 方法和 LOD 方法均可用于将式(4)分解

成两个子过程，它们分别对应两种不同的隐式方法：

ADI-FDTD 和 LOD-FDTD 方法。本文着重讨论

LOD-FDTD 方法，其分步形式为 
前半时间步( 1/2n n→ + ) 

1/2[ ] [ ] [ ] [ ]
2 2

n nt t+⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ⎟ ⎟⎜ ⎜− = +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
I A I Aϕ ϕ    (5a) 

后半时间步( 1/2 1n n+ → + ) 
1 1/2[ ] [ ] [ ] [ ]
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现在，对空间偏导数进行高阶离散化处理，对 1 阶

偏导数定义一个N阶(N为偶数)中心差商近似如下： 
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其中 ,N kγ 的计算公式将在后文给出，式(6)中隐含数

值精度关系： 
{ }( ) ( ) ( ) ( ) ,   0N N

xD f x f x O x x′= + Δ Δ →        (7) 

将近似式(6)应用于式(5a)和式(5b)便可得到高

阶 LOD-FDTD 数值公式。以下仅列出 xE 和 zH 分量

的计算公式，其它分量可类似处理： 
前半时间步( 1/2n n→ + ) 
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后半时间步( 1/2 1n n+ → + ) 
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在每个子过程中，LOD-FDTD 方法都要求首先

隐式更新3个电(磁)场分量，然后显式更新3个磁(电)
场分量。隐式更新过程等价于对一个矩阵方程的求

解，其中系数矩阵是一个带状对角矩阵，带宽为

2N-1 随阶数升高而增大。另外，LOD-FDTD 更新

过程中需要用到某一场分量前半时间步的场值，因

此需要分配 16.7%的额外内存空间(相对 FDTD 而

言)。例如：如果在式(8)中采用隐式求解 xE ，显式

求解 zH ，那么在计算 1/2n
xE + 之前，需要将 n

xE 存储

起来以用于式(8b)中计算 1/2n
zH + 。 

3 数值分析 

这一节主要分析高阶 LOD-FDTD 方法的数值

特性。离散 Fourier 分析被证实是分析差分格式数值

特性的一种有效方法[1,3,5]，本文采用此方法来分析高

阶 LOD-FDTD 方法的稳定性和数值色散关系。 
(1)稳定性  3 维数值平面波定义为 

{ }( , , ) 0 , ,
exp

x y z

n n
i i i x y z

j k iα αα
ξ α

=
= Δ∑ϕ ϕ    (10) 

其中 1j = − ，另外kα ， iα 和 αΔ 分别是α ( ,xα =  
, )y z 方向的数值波数、网格标号和空间步长( =k  
( )sin cos , sin sin , cosk θ φ θ φ θ )； ξ 表示增长因子，以

下用 lξ ( 1,2l = 分别代表前后半个时间步过程)代替
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ξ 。现在，通过计算增长因子 ξ 来分析算法的稳定

性，其稳定性区域将由 1ξ ≤ 导出。 
为计算 1ξ ，将式(10)代入到式(8a)，式(8b)(同

时代入那些被省略的公式中)，为方便起见，引入记

号： 
/2

,
1

(2 1)2 sin
2

N

N m
m

m k
p α
α

αγ
α =

− Δ=
Δ ∑     (11) 

我们发现代入过程相当于做如下变换： 
( )ND pα α→                          (12) 

整理后可以得到增长因子 1ξ 的表达式为 
2

1
2

1 2
1
r jr

r
α α

α
α
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+

                  (13) 

其中 /2r c t pα α= Δ 。 
对第 2 过程应用相同方法，可以得到 2ξ 如下： 

   
2

2 2
1,2 3~6 2

1 21,   
1
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r
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+
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其中 2 2 2
x y zr r r r= + + 。 

从以上分析可以得到高阶 LOD-FDTD 方法的

增长因子 1 2 1ξ ξ= = 。所以，LOD-FDTD 方法是

无条件稳定的，它的稳定性不随阶数升高而变化，

并且由于增长因子振幅严格等于 1，此类方法均是

无耗散的。 
(2)色散关系  为分析算法的数值色散性质，在

式(10)中取 
{ }expn j n tξ ω= Δ                   (15) 

将式(10)和式(15)代入到式(4)中，此时相当做如下

替换： 
{ }1 exp ,   /n n j t jpαω α+ → Δ ∂ ∂ →ϕ ϕ   (16) 

于是得到 
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矩阵A，B是由 [ ]A [ ]B 中的偏导做替换得到。要使

式(17)有非零解，则其系数矩阵的行列式必为 0。利

用 matlab6.5 中的符号计算工具箱，可以得到 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2tan

2 1
x y z x y y z x z

x y z

r r r r r r r r rt
r r r
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这就是各阶 LOD-FDTD 方法的数值色散关系。同

时我们发现，与 2 阶情况类似，高阶 LOD-FDTD
方法与 ADI-FDTD 方法有相同的色散关系[5]，且式

(18)比文献[5]中给出的色散关系更简洁、更具有一

般性，易于用于分析更复杂的情况。图 1 给出了在

与 Z 轴成 45o角方向的 2 阶、4 阶、6 阶和 8 阶方法

的数值色散误差的比较。 
(3)收敛性  现在分析式(18)对空间域高阶差分 

 

图 1 高阶 LOD-FDTD 方法的数值各向异性 

策略的收敛性。首先假设时间步长趋向无限小， 即
0tΔ → ，则数值色散关系式(18)变为 

2
2 2 2

2 x y zp p p
c
ω = + +            (19) 

可以由 Taylor 展开式确定高阶近似式(6)中的系数

γ 为 
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式(20)中第 2 项是著名的“Wallis”公式。 
2 2 4 4 6 6 8

2 1 3 3 5 5 7 7
π = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅          (21) 

它由 Wallis 于 1655 年给出用于计算圆周率π 值。另

外，当 N 趋于无穷时，式(20)中 后一项的极限为

1。所以，系数收敛于 
1

, 2
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m

m m
γ
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+

∞
−=
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              (22) 

我们发现 ,mγ∞ 是周期函数 ( )f x (周期为 2 π )Fourier
级数系数， ( )f x 的图像和表达式见图 2。将式(11)
的极限写成 Fourier 级数形式： 

,
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于是当且仅当
2 2

kα α πΔ ≤ 时，式(23)收敛到kα ，即 

数值波数收敛到理想值。 

 

图 2 函数 ( )f x 的图像(周期为 2 π ) 
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考虑到 =2 /k π λ ，收敛性条件
2 2

kα α πΔ ≤ 可写为 

2
max( , , )x y z

λ ≥
Δ Δ Δ

          (24) 

其中λ是波在媒质中波长。这其实是著名的香农采

样定理，即在离散信号中，每一周期至少采样 2 次

才能完整保留原始连续信号的信息。当空间离散率

满足条件式(24)时，高阶 LOD-FDTD 方法的数值色

散关系收敛到理想情况。 
2

2 2 2
2 x y zk k k

c
ω = + +              (25) 

从以上分析可以看出，单纯增加空间网格差分

近似的阶数并不能保证算法收敛，空间网格剖分必

须满足香农定理。 

4 数值仿真 

为对前面的理论分析进行验证，本文分别用 2
阶，4 阶，6 阶和 8 阶 LOD-FDTD 方法计算一个矩

形谐振腔的谐振频率。所采用的矩形谐振腔尺寸如

图 3 所示，此腔体内部用数目 10×10×20 的网格进

行剖分，即采用边长 5 mmαΔ = 的立方体网格，而

边界处均用良导体(PEC)边界条件截断。为便于观

察空间离散精度对计算结果的影响，取一个较小的

时间步长， 1.67 pstΔ = 。用时域方法计算谐振腔

的本征值问题中，可以采用设置初值法或添加激励

源法来产生本征模，但由于对隐式方法如何添加激

励源问题还处于研究探讨阶段，因此本文采用前一

种方法，在矩形谐振腔内部空间设置一个高斯分布

的初值函数，形如： 

 

图 3 矩形谐振腔 

{ }0( ) exp 4g π= − −r r r  

其中r是空间位置向量， 0r 取为腔体中心，将此函

数用于电场分量E。在模拟中记录腔体内某点场强

的时域信号序列，然后用离散傅里叶变换得到频域

分布，图 4 给出了计算得到的 101TE 结果和与理想值

101f 对比情况，模拟迭代次数为 3 万次，4 种方法所

用的计算时间分别为：457 s，529 s，580 s 和 628 s。
从图中可以看出，随着阶数升高，计算精度有显著 

 

图 4 矩形谐振腔 101TE 模的谐振频率 

提升，用 4 阶或以上的方法计算结果误差均可控制

在 1%以内。通常来讲，4 阶方法可满足大多数应用

的精度要求。 

5 总结 

本文给出了高阶LOD-FDTD方法的计算公式，

并分析其稳定性和色散关系。结果表明，高阶

LOD-FDTD 方法两个计算过程的增长因子都不超

过 1，因此它是无条件稳定的。另外，文中给出了

LOD-FDTD 方法色散关系的一致形式，并研究它随

阶数的变化情况。我们发现，当且仅当满足香农采

样定理式(24)时，色散关系才能收敛到理想情况。

因此，增加有限差分近似阶数和增加空间网格离散

率这两种做法并不是完全等价的。幸运的是，收敛

性条件式(24)是一个很弱的条件，它在通常情况下

都会被满足。文中对矩形谐振腔本征模频率的计算

同时说明，提高离散精度会使计算结果有所改善，

通常来讲，4 阶方法是精度可靠、易实现和计算复

杂度较低的一种方法，值得推荐。 
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