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一类具有最优平均汉明相关特性的跳频序列族 
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摘  要：平均汉明相关是评价跳频序列性能的重要判据之一。该文基于模 p 的高次剩余构造了一类长度为 p2，序

列族的大小为(p−1)2的跳频序列族。该跳频序列族的平均汉明自相关值为 0，平均汉明互相关值为 1，关于平均汉

明相关理论界是最优的。 
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A Class of Frequency-Hopping Sequence Family with  
Optimal Average Hamming Correlation Property 

Liu Fang    Peng Dai-yuan 
(The Provincial Key Lab of Information Coding and Transmission, Southwest Jiaotong University, Chengdu 610031, China) 

Abstract: The average Hamming correlation is an important performance indicator of the frequency hopping 
sequences. Based on power residue module p, a class of frequency-hopping sequence family with length of sequences 
being p2 and family size (p−1)2 is constructed in this paper. It is shown that the average Hamming autocorrelation 
of the new frequency hopping sequence family is 0, and the average Hamming crosscorrelation is 1. The family is 
optimal with respect to the average Hamming correlation bound. 
Key words: Frequency-hopping communication; Frequency-hopping sequence family; Average Hamming 
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1  引言  
跳频(Frequency-Hopping, FH)多址扩频系统具

有抗干扰、抗截获的能力，并能做到频谱资源共享，

所以在现代化的电子战中，跳频通信已显示出其巨

大的优越性。在跳频系统中，载波频率跳变是由一

个称为跳频序列的伪随机码控制频率合成器产生

的。跳频序列设计理论有两个方面的内容，一是寻

找跳频序列设计时所受到的理论限制；二是设计出

达到或接近理论限的跳频序列。跳频序列的性能对

跳频系统的性能有很大的影响，寻求和设计具有理

想性能的跳频序列是研究跳频通信系统的重要课题

之一。近年来，跳频序列的设计已成为人们关注的

热点 [1 3]− 。 
在设计跳频序列时，通常应考虑以下几个要求：

(1)最大汉明自相关值尽可能小；(2)最大汉明互相关

值尽可能小；(3)平均汉明自相关值尽可能小；(4)
平均汉明互相关值尽可能小；(5)序列数目尽可能

多。 
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基于有限域上的多项式，人们已经构造出了一

些具有良好汉明自相关和汉明互相关函数的跳频/
跳时序列族 [4 12]− ，本文称这些序列为多项式序列。

这些序列的构造均基于 Zp，其中 Zp表示模 p 的剩余

类环，p 为一个素数。这些序列的长度和频点个数

相同，这限制了序列的长度，并且序列的长度和频

点个数仅限于素数，因此在频点个数不是素数的实

际应用中受到限制。本文将多项式序列从 ZP扩展到

2pZ 上，得到了一类序列长度为 p2，序列个数为(p− 
1)2，并且具有最优平均汉明相关值的跳频序列族。 

2  基本概念 

设 FH 通信系统中有 q 个频点，频点集合为

F={f0, f1, , fq−1}。令 G 为 F 上的周期为 L，序列

个数为 M 的跳频序列族。G 中任意两个序列 X={x0, 
x1, , xL−1}和 Y={y0, y1, , yL−1}在相对时延为τ 时
的周期汉明相关函数定义为 

1

,
0

( ) [ , ]
L

X Y j j
j

H h x y ττ
−

+
=

=∑
  

        (1) 

如果 xj=yj+τ， [ , ] 1j jh x y τ+ = ，否则为 0。其中，下标

j τ+ 按(mod L)运算。当 X=Y 时， , ( )X XH ⋅ 称为汉

明自相关函数；当 X≠Y 时， , ( )X YH ⋅ 称为汉明互相
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关函数。 
跳频序列族的平均汉明相关是衡量跳频序列性

能的一个重要指标。跳频序列族的平均汉明自相关

和互相关定义为 
定义 1[10]  令 G 是一个在大小为 q 的频隙集 F

上的跳频序列族，其序列数目为 M，序列长度为 L。
令 

,1 1

( ) ( , ; )a
x G L

S G H x x
τ

τ
∈ ≤ ≤ −

= ∑          (2) 

, , ,0 1

1
( ) ( , ; )

2c
x y G x y L

S G H x y
τ

τ
∈ ≠ ≤ ≤ −

= ∑      (3) 

称 Sa(G)为 G 的总汉明自相关值，Sc(G)为 G 的总汉

明互相关值。定义 
( ) ( )/ ( 1)a aA G S G M L= −              (4) 

   ( ) 2 ( ) ( 1)c cA G S G LM M= −            (5) 

称 Aa(G)为 G 的平均汉明自相关值，Ac(G)为 G 的

平均汉明互相关值。 
最近，Peng 等人得到了关于 Aa(G)和 Ac(G)的

理论界。 
引理 1[11]  设 G 是一个在大小为 q 的频点集 F

上的跳频序列族，其序列数目为 M，序列长度为 L，
Aa(G)及 Ac(G)分别为 G 的平均汉明自相关值和平

均汉明互相关值，那么， 

 ( ) ( )
( 1) ( 1) ( 1)( 1)

a cA G A G LM q
L M L q L M

−+ ≥
− − − −

     (6) 

对于任意序列族 G，如果参数 q，L，M，Aa(G)
以及 Ac(G)使得式(6)的等式成立，那么称序列族 G
具有最优的平均汉明相关特性，或称 G 关于平均汉

明相关理论界是最优的。 

3  一类具有最优平均汉明相关值的跳频序

列族 

令 p 为一个素数， 20, 1 1{ , , }pF f f f −= 为一个频

隙集， 2pZ 表示模 p2的剩余类环， 2 2
* \ {0}p pZ Z= 。

对任意整数 2px Z∈ ，存在唯一的整数 x1，x2，使得

x=x1+x2 p。因此对任意频隙 xf ， 2px Z∈ ，可以将其

表示为
1 2,x xf 。下面定义一个具有最优平均汉明相关

值的跳频序列族。 
定义 2  令 p 为一个素数，k 为任意的正整数。

定义一个跳频序列族 G 为 
0 1

0 1 0 1

0 1 21

2

( , ) *
0 1

( , ) ( , )
(mod ), ((mod ))

1 2

{ | , }

{

          | , }

k k

a a
p

a a a a
x a x p a x p

p

G g a a Z

g g f

x Z x x x p

⎫⎪= ∈ ⎪⎪⎪⎪= = ⎬⎪⎪⎪⎪∈ = + ⎪⎭

    (7)                        

为研究序列族 G 的汉明相关性能，需要以下的

定义和引理。 

定义 3[13]  令 p 为一个素数，a 为一个正整数，

并且 gcd(a,p)=1。当同余方程 (mod  )kx a p≡ 有解

时，a 称为模 p 的 k 次剩余；无解时，a 称为模 p 的

k 次非剩余。 
引理 2[13]  如果 a 满足 ( 1)/ gcd( , 1) 1(modp k pa − − ≡  

)p ，那么同余方程 (mod  )kx a p≡ 具有 gcd(p−1, k)
个解，否则无解。 

引理 3[13]  在模 p 的既约剩余系中，模 p 的 k
次剩余的元素个数是(p−1)/gcd(p−1, k)。 

定义 4  对长度为 L 的任意跳频序列 X，Y，并

且 X≠Y，令 
  ( )

1 1

( , ) , ;a
L

M X X H X X
τ

τ
≤ ≤ −

= ∑       (8) 

( )
0 1

( , ) , ;c
L

M X Y H X Y
τ

τ
≤ ≤ −

= ∑        (9) 

本文称 ( , )aM X X 为序列 X 的汉明自相关值总

和， ( , )cM X Y 为序列对 X，Y 的汉明互相关值总和。 
下面来计算序列族 G 中跳频序列的汉明自相关

值总和及汉明互相关值总和。 
定理 1  令 gcd(p−1, k)=1，G 中任意的跳频序

列 0 1( , )a ag 及 0 1( , )b bg 有如下的汉明自相关值总和及汉明

互相关值总和： 
0 1 0 1( , ) ( , )( , ) 0a a a a

aM g g =           (10) 

且 为 次

剩余或 且

为 次剩余

且 为 次

非剩余或 且

为 次非剩余

且

为 次剩余

且 为 次

非剩余

0 1 0 1

2 1
0 0 1 1 0 0

1
0 0 1 1 1 1

1
0 0 1 1 0 0

1
0 0 1 1 1 1

2 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1( , ) ( , )

1
0 0 1 1 0 0

, ,

  , ,

  

, ,

  , = ,

  

, , ,
( , )=

  

, ,

  ,

a a b b
c

p a b a b a b k

a b a b a b

k

p a b a b a b k

a b a b a b

k

p a b a b a b a b
M g g

k

p a b a b a b k

−

−

−

−

− −

−

≠ =

= ≠

≠ =

≠

≠ ≠

≠ ≠

为 次剩余或

且 为 次剩余

为 次非剩余

且

为 次非剩余

1
1 1 0 0

1 1
1 1 0 0 1 1

1 1
0 0 1 1 0 0 1 1

,

  ,

  

1, , ,

  

a b k a b

a b a b k a b

k

a b a b a b a b

k

−

− −

− −

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≠⎪⎪⎪⎪⎪ ≠⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≠ ≠⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
   (11)

 

证明  由跳频序列的汉明自相关值总和及跳频

序列对的汉明互相关值总和的定义，有

 

(1)对任意序列 0 1( , )a ag G∈ ，因为每个频点在

0 1( , )a ag 中仅出现一次，显然 0 1( , )a ag 在时延 τ ≠0 时的汉 
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明自相关为 0，因此有 

         
0 1 0 1( , ) ( , )( , ) 0a a a a

aM g g =          (12) 
(2)对任意的序列 0 1 0 1( , ) ( , ),a a b bg g ，其中 0 1( , )a a ≠  

0 1( , )b b ，它们之间的汉明互相关为 

( )

( ( ) )
( )( )

( )

0 1 0 1 0 1 0 1

2

0 1 0 1 11 22
1 2

1
2

1

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

0 1

(mod ), (mod ) (mod ), ( )/ (mod )
,0 1

0 0 1
0 1

1 1 1

( , ) , ;

,

(mod ), (mod )

(mod ), /

k k k k

p

p

a a b b a a b b
c

p

a x p a x p b x p b x p p
x x Zp

kk

x Zp

k

M g g H g g

h f f

h a x p b x p

h a x p b x p

τ

τ τ
τ

τ

τ

τ

τ

≤ ≤ −

⎢ ⎥+ +⎣ ⎦∈≤ ≤ −

∈≤ ≤ −

=

=

= +

⎢ ⎥⋅ + +⎣ ⎦

∑

∑ ∑

∑ ∑

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2

1 1 2 2
1 2

2

2
2 *

2

2

0 0 1 1

0 1
1 1

0 1 1 2
1 1

0 1 0 1

(mod )

(mod ), (mod ) (mod ), (mod )

0, (mod ) 0, / (mod )

0, (mod ) (mod ), / (mod )

(mod ), (

p

p p

p

k

x Z

k k k k

x Z x Z

kk

p

kk k

p x Z

k

x p

h a x p b x p h a x p b x p

h b p h b p p

h b p h a x p b p x p

h a x p b x

τ

τ

τ τ

τ τ

∈

∈ ∈

≤ ≤ −

≤ ≤ − ∈

=

⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

+ +

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

( ) ( )( )
( )

( )( )( )

2 *
1

1
2 *

1

2
*

2

1 1
1 1

0 0 1
1 1

1 1 1 2

) (mod ) 0, / (mod )

(mod ), ( ) (mod )

(mod ), / (mod )

p

p

p

kk

p x Z

k k

p x Z

kk

x Z

p h b x p p

h a x p b x p

h a x p b x p x p

τ

τ

τ τ

τ

τ

≤ ≤ − ∈

≤ ≤ − ∈

∈

⎢ ⎥+⎣ ⎦

+ +

⎢ ⎥⋅ + +⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

∑

    

(13) 

(a)当 0 0 1 1,a b a b≠ = 时， 

( )( )

( )( ) ( )( )

( )

1
0 1 0 1

*
11

1

*
11

*
1

1
( , ) ( , )

0 1 0 1
, 0

( 1) 11

0 1 0 1 1 1
1 ,

0 1 0 1 1 1

( , ) (mod ), (mod )

(mod ), (mod ) 0, / (mod )

(mod ), (mod ) 0,

p

p

p

p x
ka a b b k

c
xx Z

m p xp
kkk

m mp x mpx Z

k k

x Z

M g g p h a x p b x p

h a x p b x p h b x p p

h a x p b x p h b x

τ τ

τ τ

τ

τ τ

− −

=− ≠∈

+ − −−

= = − ≠∈

∈

= + +

⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

+ +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ( )( )

( )( ) ( )

( )( )

( )( )

1

2 2
*

11 2

1

*
11 2

1

1

1

0 1 0 1 1 1
, 0,

( 1) 11

0 1 0 1
1 ,,

1 2 1 1 2

/ (mod )

(mod ), (mod ) (mod ), (mod )  

(mod ), (mod )

(mod ), / (m

p

p

p
k

m

p x
kk k k

xx x Z

m p xp
kk

m mp x mpx x Z

kk

mp p p

h a x p b x p h a x p b x p

h a x p b x p

h a x p b x p x

τ τ

τ τ

τ

τ

τ

−

=

− −

=− ≠∈

+ − −−

= = − ≠∈

⎢ ⎥⎣ ⎦

+ +

+ +

⎢ ⎥⋅ + +⎣ ⎦

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

( )
( ) ( )( )( )2

*
1 2

1

0 1 0 1 1 1 1 2
1 ,

od )

(mod ), (mod ) (mod ), / (mod )
p

p kk k k

m x x Z

p

h a x p b x p h a x p b x mp p x p
−

= ∈

⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦∑ ∑  (14)

 

( 1a )当 1
0 0a b− 为 k 次剩余时，对式(14)的第 2 项，

令 

( )( )
1

*
11

1

2 0 1 0 1
, 0

= (mod ), (mod )
p

p x
kk

xx Z

N h a x p b x p
τ τ

τ
− −

=− ≠∈

+∑ ∑
 

           
 (15) 

则有 

{ }

{ }

1

1

1

1

2

1

1 0 1 0 1 1
, 0

1
1

1 0 0 1 1
, 0

( ) (mod ),1

(1+ / ) (mod ),1

p x
k k

x

p x
k

x

N

x a x b x p x p

x a b x p x p

τ τ

τ τ

τ

τ

− −

=− ≠

− −
−

=− ≠

= ≡ + ≤ <

= ≡ ≤ <

∑

∑

           

(16)
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令 11 /y xτ= + ，对任意 0(mod )pτ ≠ ，当 x1

遍历 Zp\{0}时，y 遍历 Zp\{1}。因为 1
0 0a b− 为 k 次剩

余，由引理 2， 1
0 0 (mod )ky a b p−≡ 有 gcd(k,p−1)个解，

因此得到 
( )2 1 gcd( , 1) 1N p k p p= − − = −        (17) 

同理，对式(14)的第 5 项 N5，有 N5=(p−1)2。 
对式(14)的第 3 项 N3，因为 1≤m≤p−1,1≤x1≤p−1

及 mp−x1≤ τ ≤(m+1)p−x1−1 并且 τ ≠mp，因此

1( )/ (mod ) 0kx p pτ⎢ ⎥+ ≠⎣ ⎦ ， 即 ( )1(0, /
k

h x pτ⎢ ⎥+⎣ ⎦  
(mod ))p⋅ 0= ，N3=0。同样，第 4 项也为 0。 

对式(14)的第 6 项 N6， 因为 1≤m≤p−1，1≤x1 ≤ 
p−1 及 mp−x1≤ τ ≤(m+1)p−x1−1 并且 τ ≠mp，因此，

1( )/ 0(mod )x p pτ⎢ ⎥+ ≠⎣ ⎦ 。 那 么 ，
21 1 2(ka x b x≡ +  

1( )/ ) (mod  )kx p pτ⎢ ⎥+⎣ ⎦ 关于 x2有 gcd(p−1, k)−1=0个
解。因此有 

0 1 0 1( , ) ( , ) 2( , )a a b b
cM g g p=                  (18) 

( 2a )当 1
0 0a b− 为 k 次非剩余时，由引理 2，对任

意 τ ≠0(mod p)，
10 0 1( ) (mod  )k ka x b x pτ≡ + 关于 x1

无解，因此有 
0 1 0 1( , ) ( , )( , )a a b b

cM g g p=                   (19) 

(b)同理，当 0 0 1 1,a b a b= ≠ 时， 
为 次剩余

为 次非剩余
0 1 0 1

2 1
1 1( , ) ( , )

1
1 1

, 
( , )

,  
a a b b

c

p a b k
M g g

p a b k

−

−

⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
  (20)

 
(c)当 0 0 1 1,a b a b≠ ≠ 时，

 
为 次剩余

为 次剩余

为 次非剩余

为 次非剩余

为 次剩余

为 次非剩余

0 1 0 1

2 1 1
0 0 1 1

1 1
0 0 1 1

( , ) ( , )
1

0 0

1
1 1

1 1
0 0 1 1

, ,

,  ,

    
( , )

,  ,

    

1,  ,

a a b b
c

p a b a b k

p a b k a b

k
M g g

p a b k

a b k

a b a b k

− −

− −

−

−

− −

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(21)

 

综合以上分析，结论得证。

 

定理 2  令 p 为一个素数，k 为任意的正整数，

并且满足 gcd(p−1, k)=1。跳频序列族 G 的平均汉

明自相关值为 0，平均汉明互相关值为 1，跳频序列

族 G 是平均汉明相关界下的最优序列族。 
证明  对任意的 *

0 1, pa a Z∈ ，当 gcd(p−1, k)=1
时，由定理 1，有 

( )0 1 0 1

*
0 1

( , ) ( , )

,

( ) , 0
p

a a a a
a a

a a F

S G M g g
∈

= =∑    (22) 

因此， ( ) 0aA G = 。 
对任意定值1 1a p≤ ≤ − ，当 b 遍历所有{1, 2, 

, p−1}时， 1ab− 遍历{1, 2, , p−1}，由引理 3， 1ab−

取 k 次剩余的次数为(p−1)，取 k 次非剩余的次数为

0。由定理 1，有 
0 1 0 1

* *
0 1 0 1

0 1 0 1

( , ) ( , )

,     , ,
( , ) ( , )

2 2 2 2 2

3 2

2 ( ) ( , )

2( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
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2 2 2
2 ( ) ( 1) ( 2)

( ) 1
( 1) ( 1) ( 2 )
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c
S G p p p

A G
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由理论界， 
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( 1) ( 1) 1 ( 1)( 1)

( 1) 1                        
( 1)( 2 ) 1

a cA A LM q
L M L p q L M

p p p
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− − − − −

− −= =
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(25) 

因此跳频序列族 G 是平均汉明相关界下的最优

跳频序列族。                             证毕 
例  令 p=5，k=3，得到一个序列长度为 25，

序列个数为 16 的一个跳频序列族。  
g(1,1)={f0,0, f1,0, f3,0, f2,0, f4,0, f0,1, f1,1, f3,1, f2,1, f4,1, f0,3, f1,3, 
f3,3, f2,3, f4,3, f0,2, f1,2, f3,2, f2,2, f4,2, f0,4, f1,4, f3,4, f2,4, f4,4}； 
g(1,2)={f0,0, f1,0, f3,0, f2,0, f4,0, f0,2, f1,2, f3,2, f2,2, f4,2, f0,1, f1,1, 
f3,1, f2,1, f4,1, f0,4, f1,4, f3,4, f2,4, f4,4, f0,3, f1,3, f3,3, f2,3, f4,3}； 

 
g(4,4)={f0,0, f4,0, f2,0, f3,0, f1,0, f0,4, f4,4, f2,4, f3,4, f1,4, f0,2, f4,2, 
f2,2, f3,2, f1,2, f0,3, f4,3, f2,3, f3,3, f1,3, f0,1, f4,1, f2,1, f3,1, f1,1}。 

该跳频序列族的平均汉明自相关值为 0，平均

汉明互相关值为 1。 

4  结论 

基于 k 次同余方程，本文得到了一个 2PZ 上的

长度为 p2，序列个数为(p−1)2 的跳频序列族，证明

了该序列族具有最优的平均汉明自相关特性。通过

选择不同的 k，可以得到不同的跳频序列族。本文

的构造方法简单、易行，并且汉明相关性能好。不

足之处是序列的长度和频点个数相同，在某些应用

环境中受到限制，比如某些需要序列长度相对于频

点个数要大很多的通信系统。本文的构造方法同样

可以扩展到 3pZ ， 4pZ 等，其汉明相关性能用本文的

分析方法同样可以得到。 
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