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摘  要：该文介绍了一个完整的联机手写算术表达式识别系统。在笔划分组与符号识别方面，采用预处理结合搜索

的方法优化置信度函数；在结构分析方面，提出了一套全新的基于符号分级的算法，并利用三叉树这种数据结构存

储识别结果。实验表明，对于书写较为整齐的算术表达式，此系统能够对较复杂的结构予以正确率较高的分析与识

别。 
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Abstract: In this paper a complete on-line handwritten arithmetic expression recognition system is introduced. 
During the process of stroke grouping and symbol recognition, pre-processing strategy and searching procedure are 
combined to optimize the confidence function. A novel structural analysis algorithm based on symbol ranking is 
described, and recognition results are stored in trinary trees as the data structure. Experiments show that 
relatively neatly written expressions with fairly complex structures can be analysed by this algorithm with a high 
correction rate. 
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1  引言  
随着文字识别技术(联机的和脱机的)的发展，

向计算机输入文字变得越发容易，但是实时的数学

公式输入仍是比较繁琐的。从上世纪 90 年代开始，

关于数学表达式电子化出现了很多新的工作。作为

这个领域的一篇有代表性的综述文章，文献[1]除了

介绍了上世纪后期出现的很多可以用于数学表达式

识别的方法之外，更重要的是明确了数学表达式识

别问题的定义和基本框架。Zannibbi 在文献[2]给出

了一种基于树变换的公式识别方法；Tapia在文献[3]
中利用并改进了 Zannibbi 的思想，将最小生成树用

于结构分析，提出了一种快速的结构分析方法；而

Vuong 在文献[4]中提出了一种需要使用者实时参与

的系统，可以边书写，边反馈，边修改；文献[5]提
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出了一种搜索框架，利用搜索的方法解决公式识别

所涉及的全局优化问题。另外，也有文章专门论述

笔划分组与字符识别的问题(例如文献[6])。本文利

用了文献[6]中提出的方法并加以改进，并加入新的

基于符号分级的结构分析算法，完成手写算术表达

式的联机识别的。还有一类方法纯粹基于统计学习，

这类方法的代表是文献[7, 8]。 
本文安排如下：第 2 节将对手写算术表达式联

机识别问题进行具体的描述；第 3 节介绍笔划分组

和字符识别方法；第 4 节介绍基于符号分级的公式

结构分析算法；第 5 节对整个系统，尤其是结构分

析部分进行了实验；第 6 节给出结论，并提出对未

来工作的展望。 

2  问题描述与有关假设 
输入符号限制为 10 个数字、小数点、四则运算

符(其中除号包括{÷}和{/}两种)、圆括号、分数线

和根号这个集合。据此，每个字符的笔划数假定为

不超过 3。输出为字符串形式的识别结果。 
关于输入的其他限制有：第一，属于某一符号
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的笔划应该在时间上不被属于其他符号的笔划打

断；第二，不同符号之间没有连笔，且不同符号间

的笔划没有粘连。特别地，不需要遵循严格按照从

上到下，从左到右的顺序进行书写的要求。 
整个系统的框架基本符合文献[1]中提出的经典

框架，如图 1 所示。 

 

图 1 数学表达式识别系统的经典框架 

3  笔划分组与字符识别 

由于假定了属于同一字符的笔划在时间上不被

打断，因此笔划分组的过程仅需要得到一个序列

{ }kS ，其中第 k 个元素表示第 k 个分组的最末一笔

的编号，然后每个分组识别为一个字符。分组的原

则是选取“可能性最大”的{ }kS 。一个笔划分组方 

案{ }kS 的置信度C 定义为
1

1 K

k
k

C C
K =

= ∑ ，其中K 是 

分组(即切分出的字符)个数， kC 是第 k 个分组的置

信度。 kC 的定义为 
k R Rk N Nk A AkC C C Cλ λ λ= + +  

这里 RkC 是将当前第 k 个笔划组送入单个字符识别

核心所返回的置信度，称为识别置信度。 NkC 称为

笔划数置信度，是第 k 个笔划分组中笔划个数 kN 的

函数。由于假定的输入字符集，我们可以指定，

4kN ≥ 时 NkC 数值较小。此外，新加入了 AkC ，称

为补充置信度，针对实验中出现的一些具体情况进

行人工补偿。相应地， , ,R N Aλ λ λ 是各个置信度分量

所占的权重。 
选出置信度 C 最高的笔划分组方案作为切分结

果，并由识别核心选用相应的字符识别结果。对于

书写随意性较强的小数点，本文单独利用外接框面

积进行小数点的识别。 
对于一个笔划序列，其中所有可能的笔划组(第

m 笔到 n 笔，m n≤ )的置信度值 ( ),C m n 均被计算

出来并存入一个上三角矩阵，对于所有的切分路径

进行遍历，求出置信度最大的路径。图 2 给出了一

个置信度矩阵的例子。其中深色部分标出了一个完

整的分组路径。 
由于这一方法本质上是穷举搜索，对于有 L 个

笔划的笔划集合而言，不加限制分组的方式有 12L−

种。加入单个字符笔划数不大于 3 这一限制后，对

于较大的 N，可能的分组方式数量仍很可观。预处 

 
图 2 置信度矩阵和笔划分组路径 

理模块的加入较好地解决了这一问题。本文假定了

属于不同符号的笔划之间相互没有粘连，这等同于

认为相交的笔划都属于同一字符。这种利用笔划相

交信息提前合并笔划组的方法叫做预合并。类似地，

利用笔划间简单的位置关系提前确定两个笔划不可

能属于同一分组的方法叫做预切分。 
经过上述过程，输入的笔划序列被分组、识别，

得到了若干符号以及每个符号的一些位置信息。 

4  基于符号分级的结构分析算法 

尽管数学表达式使用的字符集远远小于汉字识

别，但在空间结构和逻辑结构方面复杂性都大大增

加，结合书写上的随意性，使得识别难度大大增加。 
为了避免孤立的考虑符号两两之间的位置关

系，本节提出一种基于符号分级的结构分析算法：

(1)基于规则和阈值对每两个符号间的位置关系进

行初步判定；(2)将符号按其统领能力进行分类；(3)
借助前两步得到的信息对符号间的统领关系进行初

步判定；(4)对符号按统领关系进行分级；(5)生成最

终的表达式树。下面逐步详细说明，并在最后给出

结构分析算法复杂度的估计。 
4.1 位置关系的判定 

设置一矩阵 P，用来存放对位置关系的初步判

定结果。设K 是笔划组数(即字符数)，则P为 6K ×
矩阵。计算矩阵 P的原则如下：(1)P的第 k 行记录

与第 k 个字符 ks 有关的字符，每一列记录与 ks 呈现

相应关系；(2)此时位置关系包括六种，即上、下、

左、右、左下、被包围，分别对应 P的各列。利用

外接框的重叠、外接框间的距离等位置信息，可以

计算出矩阵 P，所需时间复杂度为 ( )2O K 。 
4.2 符号分类与统领关系的判定 

在对符号分级，以便反映出表达式的层次结构

之前，还有两点准备工作要做。 
首先是符号分类。在算术表达式中，具有统领

能力的符号只有两种：根号和分数线。可以把符号

分为 3 类：第 0 类为根号，第 1 类为分数线，第 2
类为其它符号。 

其次是统领关系的初步建立。设置矩阵 =D  
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( )ij K KD × ，初始状态置为 0。令其第 k 行表示 ks 与其

他符号的直接统领关系。此后若 0ijD > ，则表示 is 统

领 js ；若 0ijD < ，则表示 is 被 js 统领。 
算法 1 
对每个符号 ks ，利用数组 T 和矩阵D进行如下

判断： 
 (1)若 ks 上方符号为分数线 ls ，下方符号不存在

或者存在但不是分数线，则置 1,klD = − 1lkD = 。 
 (2)若为对称情况，则置 2,klD = − 2lkD = 。 
 (3)若 ks 被根号 ls 包围，则置 1,klD = − 1lkD = 。 
 (4) 若 ks 上方符号为分数线 ms ，下方符号为分

数线 ns ，则比较 ,m ns s 的外接框宽度。不妨设 ms 较

宽，此时置 1mnD = ， 1nmD = − ， 2knD = − ， nkD  
2= 。 
算法 1 中步骤(4)是为了对于一个繁分式，可判

定多条分数线的主次关系。另外不难看出，执行上

述两个步骤的时间复杂度为 ( )O K 。 
4.3 符号分级 

按照统领关系矩阵 D，将符号分成不同级别，

存储在数组 R 中。不被任何符号统领的符号为 0 级。

若一个符号 ks 被其他符号统领，且这些符号中级别

最高的为 r 级，则 ks 应为 r + 1 级。 
由上述定义可知，在确定一个符号的级别之前，

必须先确定所有统领它的符号的级别。据此要求，

我们使用如下算法： 
算法 2 

 (1)检查矩阵D，将不被任何符号直接统领的符

号级别置为 0 级。 
 (2)检查数组 R，如果 R 中所有的元素都已经非

负，则跳出本算法。否则继续。 
 (3)设 R 中元素最大值为 M。对所有的 {1,2,k ∈  

, }K ，考察所有统领 ks 的符号 ls ，若所有 lR 都非

负，且不等于 M + 1，则置 1kR M= + 。转(2)。 
尽管整个系统最终的识别率还取决于众多其它

因素，但是这里给出了一个能体现数学的层次结构

的方法。不难看出，算法 2 的复杂度为 2( )O K 。 
4.4 生成表达式树 

本文采用三叉树(Trinary Tree)结构作为存放

表达式的数据结构。三叉树结构是一个有序的根树，

其根结点为主基线上的首字符。每个节点至多有 3
个子节点，节点 N 的 3 个子节点记为 Left(N), 
Right(N)和 Next(N)，且不论节点 N 对应何种符号，

都用 Next(N)来记录其在同一基线上的下一个符号

(即右邻)。若 N 为根号，则 Left(N)表示其中包含的

子式的主基线首字符；若 N 为分数线，则 Left(N)
表示分子主基线首字符，Right(N)表示分母主基线

首字符；若 N 为其它符号，则 Left(N)(如果非空)
表示其幂指数主基线首字符。 

首先，前面算法对算术表达式层次结构的体现

仅限于根号和分数线，因此还需要加入对于乘幂这

一关系的层次化表示。假设一个符号子集 ( )L s ，其

中的元素具有相同的级别 r(即在数组 R 中对应相同

的值)且都被级别为 r – 1 的符号 s 统领。根据前述

算法可以断定， ( )L s 中的符号只有左右相邻和乘幂

这两种关系。下面算法将对这种情况生成一个三叉

树： 
算法 3 

 (1)设空树 T，并将 ( )L s 中外接框左边缘横坐标

最小(即最靠左)的字符作为 T 的根。 
 (2)建立一个数组，用于存放 ( )L s 中的符号及其

与右上字符和右邻字符的对应关系。右上字符的确

定可利用矩阵 P完成。 
 (3)利用这一数组，按照三叉树的定义中关于乘

幂和右邻关系的部分，将 ( )L s 中的符号穿线成树，

构造为三叉树 T。 
 (4)返回 T。 
 不难看出，算法 3 的时间复杂度为 ( )( )O L s 。 
 建立了算法 3 之后，对于算术表达式层次结构

的分析已经趋于完整，即已经分析了所有可能出现

的层次关系。最后需要利用这些信息构造完整的表

达式三叉树 T，这由算法完成。 
算法 4 

 (1)设置空集合 X。设级别数组 R 中最大的元素

为 M。 
 (2)统计所有级别为 0的符号，添加入集合X中。

调用算法 3，将 X 作为其中的 ( )L s ，返回三叉树 T。

置 m = 1。 
 (3)对 X 中的每个符号 s，设其统领的 m 级符号

集为 ( )mL s 。用 ( )mL s 作为输入调用算法 3，返回树

mT 。判断 mT 根节点与 s 的关系，按照三叉树的定

义将 mT 加入为 s 的一个子节点。 
 (4)置 ( )s X mX L s∈= ∪ 。若 m = M 则算法结束，

返回 T。否则，置 m = m + 1，转(3)。 
假设级别为 m 的符号有 mK 个，于是符号总数 

0

M
mm

K K
=

=∑ 。(2)中调用算法 3，需要的时间复 

杂度为 ( )0O K 。(3),(4)循环执行第 m 次时，对当时

X 中的每一个元素都要调用一次算法。设s X∈ ，被

s 统领的第 m 级符号有 ( )mK s 个，于是有 mK =  
( )ms X

K s
∈∑ ，则(3)(4)循环执行第 m 次时，时间复 

杂度为 
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( ) ( ){ }( )
( )1

( ) max

      

m s X ms X

m m

O K s X O K s

K O K

∈∈

−

≤

≤
∑

 

从而算法 4 完整执行的时间复杂度的一个上界为 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 1 0 0 11

2 2
1 2 1 0

(

 + + ) + =

M
m mm

M M

O K O K K O K O K K

K K K K O K O K O K

−=

−

+ = +

+ ≤

∑
 

4.5 时间复杂度分析 
由前面的分析可以看出，结构分析部分每个环

节的复杂度都不超过 2( )O K ，所以总的时间复杂度

上界就是 2( )O K 。而对第 3 节介绍的切分识别方法

进行复杂度估计，其阶次是超过多项式的。因此，

以上结构分析算法速度较快。 

5  实验 

系统性能的评价分为 3 个层次：第 1 层是笔划

分组正确率，第 2 层是字符识别正确率，第 3 层是

逻辑关系(即三叉树的边)正确率。 
测试样本是来自 10位书写者的 31个公式样本，

算式本身具有一定的复杂性，书写方式亦具有一定

的随意性。测试样本的一些示例如图 3 所示。这些

样本涉及字符 472 个，逻辑关系 441 个。 

 

图 3 测试用的部分手写算术表达式样本截图 

实验表明，笔划分组正确率为 93.6%；在分组

正确的基础上，字符识别正确率为 92.5%，占总字

符数的 86.7%；逻辑关系识别正确率为 84.8%。 
借助图形接口，可以如图 4 所示看到一些样本

笔划分组和字符识别的结果样例，而图 5 给出了两

个笔划分组出错的典型样例。其中图 5(a)第 2 项7/9
与后面的减号分在了一组，并识别为除号；另外最

后一项中分数线与分母分在了同一组并被识别为等

号。这正是笔划分组和字符识别的两种典型错误：

第一，由于除号的特殊性，其分组和识别所依赖的

规则较强，以至于对很多形状类似的笔划组将错误

的分组在一起并识别为除号。第二，由于书写习惯

的不同，根号有时会被切分为两组。第三，由于现 

 

图 4 笔划分组及字符识别结果示例 

 

图 5 笔划分组及字符识别错误示例 

有的字符识别核心并非针对西文字符设计，因此会

将一些不相干的笔划识别为某个字符。除此之外，

相似字符会出现混淆，如{7}和{)}，{7}和{2}等等。 
 图 6 给出了一些样本的最终处理结果示例。在

笔划分组和字符识别没有严重错误的情况下，逻辑

关系判断中典型的错误形式包括：个别字符的遗漏、

角标关系与水平邻接关系的混淆等。 

 

图 6 部分样本的批处理结果示例 

图 7 给出了一个样本及其完整的识别结果。可

以看到，图 7(b)第 1 部分 Split result 为笔划分组的

结果，形式 ( ): ,k m n 表示第 k 个笔划组是由第 m 到

第 n 个笔划构成的；第 2 部分 Recognized characters
为响应的识别结果(包括了一些候选字)；第 3 部分

point 给出了位置关系矩阵 P 的数值；最后将识别 
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图 7 完整识别结果示例 

出的表达式以文本形式输出。 
此外，程序运行的计算机具有 3 GHz 主频的

CPU，在包含对每个样本的识别结果进行控制台输

出的情况下，处理 31 个样本的总时间约为 1 s，说

明本系统所使用的方法具有较好的实时性。 

6  结论 

本文提出的针对算术表达式的结构分析算法具

有一定的鲁棒性，较高的识别率以及较快的运行速

度。在切分和单个字符识别不出现重大错误的前提

下，该结构分析算法可以识别结构具有一定复杂性

的算术表达式。另外，这一算法完全有可能推广到

更一般的数学公式识别系统中。 
由于系统的切分与字符识别过程均基于人工指

定的规则和阈值，故而效果还不够理想。可能的改

进包括：第一，将规则体系完善，不仅使用笔划的

外接框信息，更加入印刷中心、凸包等更为细致的

信息；第二，用训练的方法指定规则阈值，使得所

用规则更为可靠。 
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