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摘  要：该文由传统的格雷对构造方法交织和级联出发，提出了一种新的称之为生成函数的格雷对构造方法，该方

法适用于长度为 2n 的格雷对。文中分析了格雷对生成函数和希尔维斯特 Hadamard 矩阵之间的关系，这不仅有助

于计算给定长度的格雷对的数量，而且有助于将 Hadamard 分解应用于格雷对的生成中。采用生成函数，可以很

方便地产生一系列的格雷对应用于多目标的环境。格雷对生成函数由二进制向量，与和或逻辑运算组成，极大地方

便了序列生成器的硬件实现。 
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Analysis and Construction of Golay Pair Based on Generating Function 
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Abstract: In this paper, an approach called generating function is proposed to construct Golay pair of length 2n  and 
its mate based on conventional interleaving and concatenation method. Relationship between generating function 
of Golay pair and Sylvester Hadamard matrix is also investigated, which not only helps to calculate the total 
number of Golay pair of specific length, but also helps to apply Hadamard factorization to Golay pair generation. 
Based on generating function, lots of Golay pair can be produced conveniently for multi-target applications. 
Generating functions are expressed by binary vector, XOR and AND operations, which greatly facilitates the 
physical implementation of sequence generation. 
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1  引言  

如果一对序列中两个子序列非周期自相关

(ACF)函数值的和在除零外的所有时延上都为零，

那么这对序列就称为格雷对[1]。格雷对应用非常广

泛，诸如红外光谱测定，脉冲雷达及导航[1]，电子系

统识别[2]，峰均比控制[3]，信道发声器[4]，信道同步[5]，

信道估计[6]和扩频系统等。 
在多目标及多用户的应用中，通常要求多个互

为伴的格雷对。当两个格雷对对应的子序列的互相

关函数值的和在所有位置上均为零时，这两个格雷

对就互为伴[1]。由于互为伴的格雷对的最大个数为

2，这就使得适合格雷对的多用户应用为 2×2 信道
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同步[5]和信道估计[7]。当多目标应用的目标数大于 2
时，可使用互补序列集来弥补格雷对在伴数量上不

足的缺陷。 
由于格雷对在通信系统中得到了广泛的应用，

很多文献谈到了格雷对的构造。Fan 和 Darnell 归纳

了众所周知的一些格雷对的构造方法，比如交织，

级联和 Kronecker 积扩展等[1]。David 和 Jedwab 分

析了格雷序列和 Reed-Muller 码之间的重要联系，

他们构造二进制和非二进制格雷序列的方法称为

GDJ 构造方法[3]。Li 和 Chu 基于特征 dd 序列提出

了在 Z4 上构造长度为 16 的非 GDJ 格雷序列[8]。

Rathinakumar 和 Chaturvedi 更全面地总结了格雷

序列和 Reed-Muller 码的关系,并给出了它们相互的

构造方法[9]。 
本文从传统的格雷对构造方法交织和级联出

发，提出了一种新的基于生成函数的格雷对构造方

法，该方法不仅可以构造长度为 2n的格雷对，而且
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可以构造该长度下的所有格雷对，同时，通过对希

尔维斯特 Hadamard 矩阵和格雷对生成函数之间关

系的分析，得到长度为 2n的格雷对数量的计算方法，

并有助于将 Hadamard 分解[10,11]应用于格雷对生成

器的硬件实现中。生成函数还可以用于分析序列的

结构特性，有助于发现新的有用的序列[12]。 
本文安排如下，第 2 节简单回顾了格雷对的定

义及传统的交织和级联构造方法，第 3 节采用归纳

法推导了长度为 2n的格雷对的生成函数，第 4 节给

出了格雷对伴的生成函数的推导，最后总结全文。 

2  格雷对 

假设 0 1 1=( , , , )Na a a −a 和 0 1 1=( , , , )Na a a −b 是

长度为 N 的二进制序列，其中 ai=±1, bi=±1, 0≤i≤ 
N-1。a 和 b 的非周期互相关函数(CCF)定义如下 

( ) ( ) ( )
1

,
0

,  0 1
N k

a b
j

A k a j b j k k N
− −

=
= + ≤ ≤ −∑   (1) 

当 a=b 时，上述定义就变为非周期自相关函数

(ACF) Aa(k)。一对二进制序列(a, b)，长度均为 N，

满足下列条件时成为格雷对 

( ) ( ), ,

2 , 0

0, 1 1a a b b

N k
A k A k

k N

⎧ =⎪⎪⎪+ = ⎨⎪ ≤ ≤ −⎪⎪⎩
    (2) 

当下列条件满足时，另一个格雷对(c,d) 称为格

雷对(a,b)的伴 
( ) ( ), , 0, 0 1a c b dA k A k k N+ = ≤ ≤ −      (3) 

    本文从格雷对传统的构造方法，交织和级联出

发，讨论格雷对的生成函数。由于生成函数是以二

进制向量的形式描述的，因此，我们所研究的格雷

对的长度限制为 2n。假设(a,b)是长度为 N=2n的格

雷对，r 是 N 的一个因子，则另一个长度为 2N 的格

雷对( , )a' b' 可由下面交织的方法得到。 
0 r 1 0 1 2r 1

2 1 1 1

0 r 1 0 1 2r 1

2 1 1 1

( , , , , , , , , , , ,

      , , , , , , , )

( , , , , , , , , , , ,

      , , , , , , , )

r r r

r N r N N r N

r r r

r N r N N r N

a' a a b b a a b

b a a b b

b' a a b b a a b

b a a b b

− − −

− − − − −

− − −

− − − − −

⎫= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

 (4) 

其中“ ”表示求反操作。当 r = N 时，交织就等价于 
众所周知的级联方式，如式(5)所示 

0 1 1 0 1 1

0 1 1 0 1 1

( , , , , , , , )

( , , , , , , , )

N N

N N

a' a a a b b b

b' a a a b b b

− −

− −

⎫= ⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭
         (5) 

举例： 
( , ) ( , )a b = +++− +−++ ，长度为 4 的格雷对 
（） （）1 1( , ) ( , )a b = +++−++−+ +−+++−−− ,

1 bit 交织，r = 1 
（ ） （ ）2 2( , ) ( , )a b = +++−+−++ ++−++−−− ,

2 bits 交织，r = 2 
（ ） （ ）3 3( , ) ( , )a b = +++−+−++ +++−−+−− ,      

级联，r = 3 
可以很容易验证， （） （）1 1( , )a b , （ ） （ ）2 2( , )a b 和 （ ）3( ,a  

（ ）3 )b 都是长度为 8 的格雷对。 

3  格雷对生成函数 

从基本的长度出发，设(a,b)是长度为 N=22 的

格雷对，x = 20 1 2( , )x x V∈ ，其对应的生成函数可表

示为 
0 1 0 0 1 1

0

1

( )

( ) ( )

a

b a

f x x c x c x w
x

f f wx

⎫= ⊕ ⊕ ⊕ ⎪⎪⎪⎪⎧ ⎫ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪= ⊕ ⊕⎨ ⎬ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎭

x

x x
      (6) 

其中⊕表示伽利华域 GF(2)上的加法，也等价于逻

辑运算异或(XOR)。ck {0,1}∈  (0≤k 1≤ )，w {0,1}∈ 。 
可以很容易验证，通过选择不同的参数值 ck 和 w，
所有长度为 4 的格雷对都能由式(6)得到。基于以上

长度为 22的格雷对的生成函数，本文研究如何得到

长度为 23的格雷对的生成函数。设(a,b)是长度为 22

的格雷对，a= (a0, a1, a2, a3)，b= (b0, b1, b2, b3)。 在
对(a,b)进行第 2 节中介绍的交织和级联操作后，可

以得到长度为 23的 3 对格雷对 （） （）1 1( , )a b , （ ） （ ）2 2( , )a b , 
（ ） （ ）3 3( , )a b ，如表 1 所示。 

表 1 基于交织和级联由长度为 22的格雷对得到长度为 23的格雷对 

x2   x1   x0 a   b a(1)  b (1) a(2)   b(2) a (3)  b (3) 

0  0  0 a0  b0 a0   a0 a0   a0 a0   a0 

0  0  1 a1  b1 b 0   Ъ0 a 1   a 1 a 1   a 1 

0  1  0 a2  b2 a 1  a 1 b 0   Ъ0 b 2   b 2 

0  1  1 a3  b3 b 1  Ъ1 b 1   Ъ1 b 3   b 3 

1  0  0  a2   a2 a2   a2 b 0   b 0 

1  0  1  b 2  Ъ2 a3   a3 b 1   Ъ1 

1  1  0  a3  a3 b 2   Ъ2 b 2   Ъ2 

1  1  1  b 3  Ъ3 b 3   Ъ3 b 3   Ъ3 

 
通过观察表 1，可以分别得到 3 对新格雷对

（） （）1 1( , )a b , （ ） （ ）2 2( , )a b 和 （ ） （ ）3 3( , )a b 所对应的生成函数。 
(1) （） （）1 1( , )a b 的生成函数 

(1) 0 1 2

0 1 2 0 1 2

1
0 1 2 0 1 2

2

0 1
0 1 2 1 2 0 1 2 0

0 2

0 1
1 2 0 1 1 2 0

0 2

( )

  ( 1) ( ) ( )

  ( 1) ( ) ( ( )

  ( ) ( ) ( )

  

a

a b

a a

a a a

f x x x

x f x x x f x x
x

x f x x x f x x wx

x x
x f x x f x x x f x x x wx x

x x
x x c x c x x w wx x

= ⊕ ⊕

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
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（ ）

。

1

(1)

0 1
1 2 0 0 1 1 2 2

0 2

0 1 2

0 1 2 0 1 2

0 1 2 0

  

( )

  ( 1) ( ) ( ( ) 1)

  ( )

b

a b

a

x x
x x c x c x c x wx x

f x x x

x f x x x f x x

f x x x x w

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

= ⊕ ⊕ ⊕
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(2) （ ） （ ）2 2( , )a b 的生成函数 
(2) 0 1 2

1 0 2 1 0 2

1 0
0 2 0 0 1 1 2 2

1 2

( )

  ( 1) ( ) ( )

  

a

a b

f x x x

x f x x x f x x
x x

x x c x c x c x wx x

= ⊕ ⊕

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 

（ ）

。

2 0 1 2

1 0 2 1 0 2

'' 0 1 2 1

( )

( 1) ( ) ( ( ) 1)

( )

b

a b

a

f x x x

x f x x x f x x

f x x x x w

= ⊕ ⊕ ⊕

= ⊕ ⊕

 

(3) （ ） （ ）3 3( , )a b 的生成函数 
（ ）

（ ）

。

3

3

0 1 2

2 0 1 2 0 1

2 0
0 1 0 0 1 1 2 2

2 1

0 1 2

2 0 1 2 0 1

''' 0 1 2 2

( )

  ( 1) ( ) ( )

  

( )

  ( 1) ( ) ( ( ) 1)

  ( )

a

a b

b

a b

a

f x x x

x f x x x f x x
x x

x x c x c x c x wx x

f x x x

x f x x x f x x

f x x x x w

= ⊕ ⊕

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

= ⊕ ⊕ ⊕
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综合以上 3 种结果，可以得到长度为 23的格雷

对的生成函数为 

0 1 1 2

0

2

0 1 2 0 0 1 1 2 2

0 1 2 0 1 2

( )

( ) ( )

a k k k k

k
b a

k

f x x x x x x x c x c x c x w
x

f x x x f x x x wx

⎫= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⎪⎪⎪⎪⎧ ⎫ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪= ⊕ ⊕⎨ ⎬ ⎪⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎭

 

                (7) 
其中(k0, k1, k2) 可以是序列(0,1,2)的任意排列，ck∈ 
{0,1} (0≤k 2≤ )，w {0,1}∈ 。 

假设(a,b)是长度为 N=2n 的格雷对，x = 0( ,x  
1,x 1 2, ) nnx V− ∈ 。运用数学归纳法，可以由式(7)

扩展得到格雷对(a,b)对应的生成函数为 

0 1 1 2 2 1

0

1

0 0

1 1 1 1

( )
        

( ) ( )

n n

n

a k k k k k k

n n

k
b a

k

f x x x x x x c x
c x c x w

x
f f wx

− −

−

− −

⎫⎪⎪⎪= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⎪⎪⎪⎪⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⎪⎬⎪⎧ ⎫ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪= ⊕ ⊕ ⎪⎨ ⎬ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪⎪⎭

x

x x

 (8) 

其中⊕表示伽利华域 GF(2)上的加法，也等价于逻

辑运算异或 (XOR)。 0 1 1( , , , )nk k k − 可以是序列

(0,1, , 1)n − 的任意排列，ck {0,1}∈  (0≤k≤n-1)，
w {0,1}∈ 。通过选择的不同的参数值 ck 和 w，所有

长度为 2n的格雷对都能由式(8)得到。 
通过分析，可得到格雷对生成函数和希尔维斯

特 Hadamard 矩阵之间的关系，事实上，格雷对(a, 
b) 的子序列 a 可以表示成Hadamard矩阵H 对角

阵 D 的乘积，如式(9)所示， 

希尔维斯特 矩阵   -对角阵

(1)
1

(2)
2

(2 ) 2 2

2

Hadamard

      

n
n

n

n

n

a d

da H

da

A

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H D

  (9) 

其中 H 为希尔维斯特 Hadamard 矩阵，它的元素由

c0x0⊕c1x1⊕ ⊕c n-1xn-1确定，当(c0, c1, ,cn-1)取值

遍历(0,0, ,0)到 (1,1, ,1)的所有值时，可依次得

到 H 的每一行。D 为一对角阵，它的元素由
0 1k kx x  

1 2 2 1n nk k k kx x x x
− −

⊕ ⊕ ⊕ 确定，当(x0, x1, , xn-1) 取
值遍历(0,0, ,0)到 (1,1, ,1)的所有值时，依次得

到 D 的对角线上的各个元素。运用式(9)，一次可以

同时得到 2n 个子序列 a，由矩阵 A 的 2n 行{a(i); 
1≤i 2≤ n}表示。基于以上分析，由于 Hadamard 矩

阵可以用于格雷对的构造，当涉及到格雷对生成器

的硬件实现时，可以运用 Hadamard 矩阵分解来简

化生成器。 
基于式(8)和式(9)，通过选择不同的参数(k0, k1, 

,kn-1)，ck和 w，格雷对(a,b)及其子序列的 a, b 的

个数计算如下： 

2 2

2

!# 2 2 ! 2
2

# # 2 ! 2

#( , ) ! 2

n n

n

n

na n

b a n

a b n

+

+

⎫⎪⎪= ⋅ ⋅ = ⋅ ⎪⎪⎪⎪⎪= ∗ = ⋅ ⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ⋅ ⎪⎪⎭

        (10) 

其中#a ，#b ，#( , )a b 分别表示 a, b 和(a, b)的个

数。因此，长度为 2n的格雷对的总数为 2! 2nn +⋅ 。 
举例：设 N=22, ( )af x 中 w 取值为 1， ( )bf x 中 w

取值为 0，那么 

0 1 0 0 1 1( ) 1af x x c x c x= ⊕ ⊕ ⊕x , ( )bf x
0

1
( )a

x
f x

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⊕⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
x  

得表 2 和表 3。从表 2 和表 3 可以得到长度为 8 的

格雷对有(1110，1011)，(1110，1101)，(1011，1110)，
(1011，1000)，(1101，1000)，(1101，1000)，(1000，
1101)，(1000，1011)。 通过改变 ( )af x 和 ( )bf x 中的

参数 w，可以得到另外 24 个长度为 8 的格雷对， 
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表 2 

x1  x0 x0x1 

c0=0, 

c1=0 

c0 x0⊕

c1x1 | fa() 

c0=1, 

c1=0 

c0 x0⊕

c1x1 | fa() 

c0=0, 

c1=1 

c0 x0⊕

c1x1 | fa() 

c0=1, 

c1=1 

c0 x0⊕

c1x1 | fa() 

0  0 

0  1 

1  0 

1  1 

0 

0 

0 

1 

0     1 

0     1 

0     1 

0     0 

0     1 

1     0 

0     1 

1     1 

0     1 

0     1 

1     0 

1     1 

0     1 

1     0 

1     0 

0     0 

表 3 

c0=0, c1=0 

fa()| fa()⊕x0| 

fa()⊕x1 

c0=1, c1=0 

fa()| fa()⊕x0| 

fa()⊕x1 

c0=0, c1=1 

fa()| fa()⊕x0| 

fa()⊕x1 

c0=1, c1=1 

fa()| fa()⊕x0| 

fa()⊕x1 

1   1   1 

1   0   1 

1   1   0 

0   1   0 

1   1   1 

0   1   0 

1   1   0 

1   0   0 

1   1   1 

1   0   1 

0   0   1 

1   0   0 

1   1   1 

0   1   0 

0   0   1 

0   1   1 

 
注意 ( )af x 和 ( )bf x 中的参数 w 可以取不同的值。长

度为 8 的格雷对的总数为 32。格雷对和 Hadamard
矩阵的关系也可以从下面的例子得到说明。 

(1)

(2)

(3)

(4)

= =

a

a

a

a

⎡ ⎤ + + + + + + + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ +⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − + − − + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−+ + − − + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥++ − − + + − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
        c0 x0⊕c1x1      x0x1 

其中采用的映射规则是(0->+，1->－)。 

4  格雷对伴的生成函数 

对任意给定的格雷对(a, b)，已有文献证明存在

且仅存在两个伴，表示如下 

 ( , )  and  ( , )b a b a              (11) 

其中“~”表示逆序操作，“－”表示求反操作。设

0 1 1( , , , )na a a −=a ， 那 么 0 1 1( , , , )na a a a −= ，

1 2 0( , , , )n na a a a− −= 。a 的生成函数可由式(8)得到，

表示如下: 

0 1 1 2 2 1

0 0 1 1 1 1

( )
         

n na k k k k k k

n n

f x x x x x x x
c x c x c x w

− −

− −

= ⊕ ⊕ ⊕
⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

 

a 和a 的生成函数表示如下: 
( ) ( ) 1a af x f x− = ⊕               (12) 

0 1 1 2

2 1

0 1 1 2 2 1

0 1 1

0 0 1 1 1 1

0 0 1 1

1 1 0 1 1

mod2

0 1 1

( ) ( )

        
      
        

        ( 1)

      ( ) (

n n

n n

a a n k k k k

k k n n

k k k k k k

n n n

a n

f x f x x x x x x x

x x c x c x c x w

x x x x x x c x c x

c x wc c c

n

f x c c c n

− −

− −

−

− −

− − −

−

= = ⊕ ⊕
⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕
= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕
⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ −

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ mod21)   (13)−  

因此，基于式(11)-式(13)，可以得到互补对伴的生

成函数。 
举例： 设( , )=(1000,0010)a b ，那么( , ) (0100,b a =  

1110) , ( , ) (1011,0001)b a = 。可以验证 ( , )a b 和 ( , )b a
互为伴，( , )a b 和( , )b a 也互为伴。 

5  结论 

本文从传统的格雷对构造方法交织和级联出

发，提出了一种新的称之为生成函数的格雷对构造

方法，可以构造长度为 2n 的格雷对及其对应的伴。

生成函数不仅可以产生格雷对，而且能产生对应长

度的所有格雷对，这是生成函数的一大优点。格雷

对生成函数还有助于分析获得与格雷对密切相关的

序列，诸如互补序列集，Z 互补序列[13]的生成函数。

本文还分析了格雷对生成函数和希尔维斯特

Hadamard 矩阵之间的关系，这不仅有利于计算格

雷对的总数，而且有利于简化格雷生成器的硬件实

现。格雷对生成函数由二进制向量，与和或逻辑运

算组成，大大地方便了序列生成器的硬件实现。 
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