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一种新的二维角度估计的高分辨算法 

杨雪亚    陈伯孝 

(西安电子科技大学雷达信号处理国家重点实验室  西安  710071) 

摘  要：该文针对常规 2 维波达方向估计的高分辨算法运算量大和稳健性差等问题，提出了一种新的 2 维角度估计

的高分辨方法。该方法首先建立基于范数约束的最优化问题的目标函数；然后用迭代算法沿均匀面阵接收数据的方

位向求最小化目标函数的稀疏解，得到方位、俯仰角耦合的空间角频率，并分离信号；最后对每个分离的信号，沿

面阵俯仰向求稀疏解，得到信号的俯仰角，进而求得对应的方位角。针对算法存在测角盲区的问题，提出了一种改

进方法，通过求解空间 2 维稀疏解得到信号的 2 维角度。与传统的高分辨算法相比，该方法对信噪比和快拍数要求

不高、无需特征值分解和多维搜索过程，具有较高的分辨力和极低的旁瓣电平。 
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A High-Resolution Method for 2D DOA Estimation 
Yang Xue-ya    Chen Bai-xiao  

(National Key Lab for Radar Signal Processing, Xidian Univ., Xi’an 710071, China) 

Abstract: A high-resolution algorithm for 2D DOA estimation is proposed to reduce the computational complexity 
of traditional high-resolution methods. The objective function of the optimization issue based on norm constraint 
is developed firstly. Then the sparse solution corresponding to the received data along the azimuth dimension is 
deduced by solving the minimization problem using the iteration algorithm, then it is used to obtain the angular 
frequencies in which azimuth and elevation angles are coupled, and signals of different angular frequencies are 
separated. Finally, the sparse solution relating to each signal is obtained to get the elevation angle and then 
compute the corresponding azimuth angle. A modified method is presented to overcome the blind angular region 
problem occurred in the algorithm. Compared with the traditional high-resolution methods, the proposed method 
has lower SNR threshold and simple procedure to achieve high precision with lower sidelobe level. Numerical 
simulation results verify the effectiveness of the method. 
Key words: Direction Of Arrival (DOA); Sparse solution; Uniform planar array; Iteration algorithm 

1  引言  
波达方向(DOA)估计是阵列信号处理的研究热

点，在雷达、声纳、通信和医学成像等领域有着广

泛应用。在信源定位时通常需要确定信号的 2 维到

达角(方位角和俯仰角，通常简称为 2D DOA[1])。2
维到达角的估计方法包括最大似然[2,3](ML)、加权子

空间拟合[4](WSF)等基于参数化的方法，以及 2 维

ESPRIT [5]，MUSIC[6]等特征子空间类方法。ML 等

参数化方法是一种渐近无偏估计，能逼近克拉美罗

下界。然而这类方法通常需要全局极值的多维搜索，

计算量随着目标个数的增加呈指数增长，无法满足

实时处理。波束空间处理[7]通过线性变换把阵元空间

合成一个或几个波束，能有效地降低运算量。然而

波束空间处理仍然是多维搜索过程，并且引入的变
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换误差会降低超分辨算法的性能。子空间类方法是

一种实际可行的次优估计方法，不过这类算法通常

具有较高的信噪比门限并需要较多的采样快拍，同

时对于 2 维面阵来说，特征值分解的运算量仍然很

大。对于相关或多径信号，MUSIC 需要进行空间平

滑实现解相关，这样会造成阵列孔径的损失，

Unitary ESPRIT 虽然不会损失阵列孔径，但是只

适用于两个相关源的情况，并且需要进行两次特征

值分解。 
线性方程组的稀疏解广泛地应用于盲信号分 

离[8]、逆合成孔径雷达成像[9]、带限外推和谱估计[10]

以及信号重构和分类[11,12]等问题中。Cotter[13]将求稀

疏解问题应用于多向量的情况下，综合利用多次快

拍，方便了实际应用。Malioutov[14]将其应用于基于

均匀线阵的角度估计问题中，并提出了一种基于接

收数据奇异值分解的简化算法。结合稀疏解问题和

2 维 DFT，本文提出了一种 2 维到达角估计的迭代

算法。该方法依次沿面阵的方位维和俯仰维求稀疏
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解，等效地拓展了面阵的 2 维孔径，大大提高了角

度分辨力。并对算法进行了改进，通过求空间 2 维

稀疏解克服了算法存在的测角盲区问题。该方法具

有较低的信噪比门限、无需多维搜索和特征值分解，

对于相关信号，不需要去相关处理。仿真结果验证

了该方法的有效性。 

2  信号模型 
考虑K 个窄带平面波以 2 维角度{( , ),k k kθ φ =  

1,2, , }K 入射到 zN 行 yN 列、在 y.-z 平面垂直放置

的均匀长方形面阵(URA)上，其中， kθ 和 kφ 分别为

第 k 个信号的方位角和俯仰角。阵元沿水平、垂直

方向的间距分别为 yd 和 zd 。面阵的结构如图 1 所示，

若以 O 点为阵列的参考点，则位于阵列 (1z zn n≤  
)zN≤ 行 (1 )y y yn n N≤ ≤ 列的单元天线的接收信号

可表示为 

 

图 1 均匀平面阵结构图 
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信号， , ( )
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声。参考行(第 1 行)对第 k 个信号的导向矢量为
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k k ku u u −

，参考列(第 1 列)对第k 个

信号的导向矢量为 12 T[1    ]zN
zk k k kv v v −=a ，其中

T()⋅ 表示转置。面阵在 t 时刻接收的信号矩阵为 
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3  2 维角度估计 

3.1 基于 DFT 的 2 维角度估计 
对于式(2)所示的阵列接收信号矩阵的任意一

行，如第 zn 行的 yN 个阵元数据，通过补零将其拓展

为 ( )y yM N> 的序列，然后对其做 yM 点 DFT 得到

y ，结果如下: 
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如果不考虑噪声，将式(1)代入式(3) 
2 ( 1)11
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将 ku 代入式(4)，化简可得 
1
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其中
( )

( )1
1 sin( )cos( )

, ( )

y yy
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当 sin( )cos( )
ky y k k

y
m d

M
π π θ φ

λ
= 时，即 

sin( )cos( ) ky
k k

y y

m

M d

λ
θ φ =             (6) 

y 会在相应的位置 , 1, ,
kym k K= 处出现峰值，对

应的 [ ]
kyy m 为 1

, ( ) z
z

n
k n y k kr M s t v −= 。对所有行信号均

进行以上 DFT 变换，分离信号并提取每个信号对应

的 DFT 值，然后对分离后的每个信号序列 , ,
zk nr  

1, ,z zn N= 做 ( )z zM N> 点的 DFT，得到 
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然，由 [ ]kS 峰值处的 , 1, ,
kzm k K= 可以得到第 k

个信号的仰角 

arcsin kz
k

z z

m

M d

λ
φ
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其中 [ ]kS 表示矩阵S 的第k 行。将 kφ 代入式(15)中，

得到方位角为 

( )
arcsin

cos
ky

k
y y k

m

M d

λ
θ

φ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
         (9) 

然而，通过将阵列数据补零由 DFT 计算信号的

2 维角度，并不能有效地提高角度分辨力并抑制高

旁瓣。下面使用基于约束条件下的稀疏解方法，等

效地将信号进行空域外推，获得拓展信号所对应的

DFT，提高角度分辨力并降低旁瓣电平。 
3.2 用稀疏解估计 2 维角度 

对于一个N L× 的信号矩阵B ，求沿B 的列方

向对应的稀疏解，即是求解满足如下线性方程组的

Y  
+ =FY V B              (10) 

其中，F 是一个N M× 的行满秩矩阵，Y 是一个

M L× 的稀疏矩阵，其每一列的大部分元素均为 0，
通常M N 以保证其稀疏性，V 是和Y 不相关的

加性白噪声。 
假设V 的每个元素均为独立同分布的高斯变

量，其方差为 2σ ，Y 的每个元素是服从广义高斯分

布的变量[15]，其广义方差为 β 。Y 的最大后验估计

是通过最小化如下的代价函数得到的 

2 ( )( ) ( )p
FJ Eγ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦Y FY B Y       (11) 

其中 Fi 表示 Frobenius 范数， ( )
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⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑ ∑ 为稀疏度的度量，其中 γ =  

2/ pσ β ，介于 0 和 1 之间的参数 p控制Y 的概率密

度分布的形状。由 ( )( )pE Y 的表达式可见，Y 的列元

素是通过 ( 1)pl ≤ 范数结合的，产生了稀疏性[14]，而行

元素是由 2 范数结合的，没有稀疏效果，等效地利

用了L 个快拍数据。 
对 ( )J Y 求导并令其等于 0，得到求稀疏解Y [13]

的迭代过程为 
1 2

2

2
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其中下标 μ表示迭代次数。当收敛条件满足时，如 

1 F

F

μ μ

μ

δ
+ −

<
Y Y

Y
，迭代过程终止，得到满足要求的 

稀疏解 1μ+=Y Y ，本文取 0.01δ = 。 

这里将以上稀疏解应用于 2 维角度估计问题

中，首先，由迭代算法求面阵的接收数据X 沿行方

向稀疏解矩阵Y ，等效地将阵列的每行阵元数从 yN
拓展到 yM ，而其列方向没有稀疏效果。算法描述为 

1 2
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  ( )1 ( 2)
1 diag [ ] ,  1, ,p

y y yc m m Mμ μ
−
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1 1W yμ μ+ +=F FW                        (18) 
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其中 yF 是一个 y yN M× 的 DFT 系数矩阵[16]，其元素

为 [ , ] (1/ )exp( 2 / )y y y y y yF n m M j n m Mπ= 。迭代结束后

得到的稀疏矩阵Y 对应于X 在范数约束下沿行方

向拓展矩阵的 DFT 。当 sin( )cos( ) /
kk k ymθ φ λ=  

( ), 1, ,y yM d k K=  时， ( )znY 会在
kym 位置出现K

个峰值，其中 ( )znY 表示Y 的第 zn 列。sin( )cos( )k kθ φ
是Y 所有列 ( ), 1, ,zn

z zn N=Y 的所得结果的平均

值。此时K 个信号已经分离，依次取出 [ , ]
ky zm nY 并

组成一个 zN K× 的矩阵 sY ，其中 [ , ] [ ,
ks z yn k m=Y Y  

]zn 。然后用迭代算法分别求 ( )k
sY 的稀疏解 ( ),kZ  

1, ,k K= 。 

( )1 ( 2)
1=diag [ , ] ,  1, ,p

z z zm k m Mμ
−

+ =W Z   (20) 

1 1W zμ μ+ +=F FW                         (21) 

1 1 1
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k k
W W W N sμ μ μμ μ κ
+ + +

−

+ +
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦Z W F F F I Y  (22) 

其中 zF 是一个 z zN M× 的 DFT 矩阵，其元素为

[ , ]z zF n m (1/ )exp( 2 / )z z z zM j n m Mπ= 。得到的稀疏矩

阵Y 对应于 sY 沿列方向空域拓展后的 DFT，等效

地将每列阵元数从 zN 拓展到 zM 。同理，由峰值处

的 , 1, ,
kzm k K= 可以得到K 个信号的仰角 

arcsin kz
k

z z

m

M d

λ
φ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
            (23) 

将其代入已估计的 sin( )cos( )k kθ φ 中，可得信号的方

位角如式(9)所示。 
通过最小化目标函数的迭代算法逐渐增强稀疏

解中与信号相关的成分，同时压低噪声分量，最终

的稀疏解在与信号相关的角度(角频率)处会出现很

明显的峰值，而在其他区域则是近似为零的低电平。

由于所用的系数矩阵 yF (或 zF )是一个 DFT 矩阵，

这样就把空间信号和其 DFT 联系起来，类似于传统

的波束形成方法。 
在一定的角度范围内，随着 yM 和 zM 的增大，

空间分辨力也会相应地提高，但是超过一定的界限，

拟合效果变差，导致算法性能下降。同时注意到，

随着比值 /yd λ或 /zd λ的提高，栅格间距 /( )y yM dλ 和
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/( )z zM dλ 会随之减小，在细化角度单元间隔的同时

也使无模糊的测角范围减小。实际中应该根据测角

精度和测角范围的要求，综合选择阵元间距 yd 和 zd
以达到最佳测角效果。 

为了叙述方便，以上仅考虑了阵列接收的单快

拍数据。对于多快拍数据，仅需要在求稀疏解之前

将接收数据进行时间平均以消减噪声的影响，其它

处理过程完全一样。 
3.3 测角盲区的改进算法 

在得到阵列沿 y 轴方向的稀疏解Y 后，如果

1 1 2 2 1 2sin( )cos( ) sin( )cos( ),  1 ,k k k k k k Kθ φ θ φ= ≤ ≤ ，沿

y 轴的方位向无法分离信号 1k 和 2k 并提取 1( )k
sY 和

2( )k
sY 以估计信号的仰角。此时对应一个测角盲区，

当有任意的两个信号的 2 维角度处于测角盲区内

时，由稀疏解Y 无法进行分辨。 
为了解决这个问题，本文提出一种改进方法，

在得到稀疏解Y 后不进行信号分离和提取信号，而

是求 y zM N× 的矩阵Y 的行向量对应的稀疏解，这

样将面阵每一列的阵元数从 zN 拓展到 zM ，得到一

个 z yM M× 的 2 维稀疏矩阵Z ，从 y 轴和 z 轴两维

方向分辨处于测角盲区内的信号，只要两个信号的

方位角和俯仰角不同时相等，那么对应的 sin( )θ  
cos( )φ⋅ 和 sin( )φ 就不会同时完全一样。沿 y 轴方向

求稀疏解Y 的过程仍然为式(16)-式(19)的迭代算

法，进而求Y 沿 z 轴方向稀疏解Z 的迭代算法为 
1 2

2

2
1

[ ] [ ] [ , ]
y

y

M

z z z y
m

c m m Z m mμ μ μ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑Z   (24) 

( )1 ( 2)
1 diag [ ] ,  1, ,p

z z zc m m Mμ μ
−

+ = =W   (25) 

1 1W zμ μ+ +=F FW                        (26) 

1 1 1

1H H T
1 1= +

zW W W Nμ μ μμ μ κ
+ + +

−

+ +
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦Z W F F F I Y   (27) 

此时K 个信号对应于 2 维矩阵 Z 的K 个峰值，

由此得到K 个信号的方位、俯仰 2 维角度。改进方

法会使运算量有所提高，却能有效地估计处于测角

盲区内的角度。 
3.4 算法描述 

在估计信号角度之前，需要估计信源数目。对

于K 的估计，很多文献 [17 19]− 已经进行了研究，限于

篇幅，这里不再涉及。下面给出算法步骤： 
(1)由式(2)的接收数据 ( )tX 估计信号源数目

K 。 
(2)根据 3.2 节描述的式(16)-式(19)稀疏求解过

程，计算信号沿阵列 y 轴的空间频率 sin( )cos( )k kθ φ ，

并分离信号 ( ), 1, ,k
s k K=Y 。 

(3)如果分离的信号数目等于估计的信源数，则

由式(20)-式(22)分别计算每个信号沿阵列水平方向

的空间频率 sin( )kφ ，进而由式(8)-式(9)求得信号的

2 维角度( , ), 1, ,k k k Kθ φ = 。 
(4)如果分离的信号数目小于估计的信源数，根

据式(24)-式(27)计算 2 维稀疏解，沿 y 和 z 轴两维

方向分辨位于盲区内的信号，并由每个信号所在的

空间频率计算其 2 维角度( , ), 1, ,k k k Kθ φ = 。 

4  计算机仿真结果 

为验证本文方法的有效性和理论分析的正确

性，进行如下的计算机仿真。所用的面阵为图 1 所

示的16 16× 的 URA，阵元间距 1.5y zd d λ= = ，阵

列发射信号频率为 200 MHz，对应的波长λ = 1.5 
m。首先考虑两个相干源的回波信号，信噪比均为

10 dB，10 个快拍，入射到面阵的 2 维角度分别为

(5 , 3 )° ° 和(6 , 4 )° ° 。选取 256y zM M= = ， 0.2p = 。

图 2 中虚线为直接对第 16 行的 16 根天线做 256 点

DFT 的结果，实线所示为对应的行天线沿 y 轴的稀

疏解向量所对应的结果。可见，DFT 方法分辨力较

低，沿 y 轴的 DFT 无法分辨角度间隔较小的信号，

而稀疏求解后，在对应的角度处能形成两个很尖的

峰值，大大提高了空间分辨力。图 3 所示的是经过

沿 y 轴的稀疏求解分离信号后，分别用直接 DFT 的

方法和稀疏求解的方法得到的两个信号俯仰维的空

间分布。相比于直接 DFT 的方法，稀疏求解后的 Z
在对应的目标仰角处出现两个主瓣更窄、旁瓣很低

的峰值。 
为了验证本文方法的统计有效性，进行 200 次

独立的 Monte-Carlo 实验统计单个快拍不同信噪比

下的测角误差。同一距离单元内空间间隔较小的两

个相干信号的2维入射角度分别为(8 ,2 )° ° 和(9 , 4 )° ° ，

选取 256y zM M= = ， 0.5p = 。图4是用2D Unitary 
ESPRIT[5]和本文方法得到的两个信号仰角的平均

均方根误差(ARMSE)随信噪比的变化曲线，其中 

( ) ( )2 2
1 21 2

1 1

1 1

ARMSE
2

L L

l l
l lL L

φ φ φ φ
= =

− + −∑ ∑
 

L 是进行 Monte-Carlo 实验的次数。图 5 是对应的

方位角的平均均方根误差随信噪比的变化曲线。由

图 4 和图 5 可见，在较低的信噪比下，本文方法的

测角性能要远好于 Unitary ESPRIT 算法，同时本

文方法不需要特征值分解和解相关处理。新方法测

角误差随信噪比变化不明显，这说明本文方法具有

对信噪比变化的不敏感性，因此其在低信噪比环境
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下尤其适用。 
为了说明改进方法解决测角盲区问题的有效

性，考虑两个相干信号，入射角度分别为 (0 ,2 )° ° 和

(0 , 4 )° ° ，p取 0.2，其它条件和上面的实验完全相同。

此时， 1 1 2 2sin( )cos( ) sin( )cos( )θ φ θ φ= =0，因此沿 y
轴向的稀疏解无法分离两个信号，如图 6 所示，在

相应的空间角频率处只有一个峰值。而改进方法通

过求空间两维稀疏解，从 y 轴和 z 轴两维方向进行

分辨，可以明显地分辨两个信号，如图 7 所示，有

效地解决了测角盲区问题。 

5  结束语 

本文提出了一种基于稀疏解的 2 维角度估计的

高分辨算法，用迭代算法依次沿面阵方位向和俯仰

向求接收数据矩阵对应的稀疏解，并确定信号的 2
维角度，在增强空间信号能量的同时等效地拓展了

阵列孔径，提高了角度分辨力和测量精度。该方法

不需要特征值分解和多维角度搜索，并且对于相关

源无需解相关处理，因此显著降低了运算量。仿真

结果表明该方法具有较高的分辨力和低信噪比门

限。 

 

图 2 y 轴向稀疏求解前后的空间分布        图 3 z 轴向稀疏求解前后的空间分布          图 4 仰角误差随信噪比的变化 

 

图 5 方位角误差随信噪比的变化         图 6 存在测角盲区时 Y 的空间分布      图 7 改进方法的 2 维稀疏解的空间分布 
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