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基于噪声子空间解析形式的快速 DOA 估计算法 
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摘  要：该文针对特殊的信号环境
   

各辐射源信号均值相等且不为零，利用均匀线阵导向矢量的 Vandermonde

结构，推导出了噪声子空间的解析形式，并以此为基础提出了利用均匀线阵和稀疏平面阵的 1 维和 2 维 DOA 估计

快速算法。该算法不需要计算接收数据的协方差矩阵，也不需要任何矩阵分解，因此计算量远小于传统的超分辨

DOA 估计，而且无论信号之间是否具有相干性，该方法有相同的估计性能。仿真实验表明，在噪声均值为零且快

拍数足够的条件下，该方法的估计性能整体上与 Root-MUSIC 算法相当，而在信噪比较低时性能优于后者。 
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 DOA Estimation Algorithm Base on Analytical  
Solution of Noise Subspace 

Ai Ming-shun①②    Ma Hong-guang①    Liu Gang② 
①(The Second Artillery Engineering College, Xi’an 710025, China) 

②(National Information Control Laboratory,  Chengdu 610036, China) 

Abstract: For a special signal environment, where all of the sources have identical nonzero mean values, taking 
advantages of the Vandermonde structured steering vector of the uniform linear antenna array, an analytical 
solution of null-subspace is educed in this paper. Based on the solution, both of one-dimensional signal Direction Of 
Arrival (DOA) estimation algorithm with uniform linear array and two-dimensional signal DOA estimation 
algorithm with sparse planar array are proposed. The algorithm does not involve the covariance matrix calculation 
and any matrix decomposition, so it is much computational saved than the conventional super-resolution DOA 
estimation algorithms. Beside that, the novel method works well either the signal sources are coherence or not. The 
simulation shows that the novel algorithm possesses the same performance with Root-MUSIC algorithm as the 
whole when the mean value of the noise is zero and the number of snapshots is enough, and it performs better than 
Root-Music when the Signal Noise Ratio (SNR) is lower. 
Key words: Direction Of Arrival (DOA); Super resolution; Noise subspace 

1  引言  

近 30 年来，超分辨信号波达方向(Direction Of 
Arrival, DOA)估计一直是信号处理领域的热点问

题，其中以 MUSIC 算法[1]和 ESPRIT 算法[2]为代表

的子空间方法受到了最为广泛的关注和研究。这类

方法的特点是将阵列接收数据的协方差矩阵分解为

相互正交的信号子空间和噪声子空间，并利用阵列

流形与噪声子空间的正交关系来估计信号到达角。

然而此类算法有两个重要的缺陷，一是当信号之间

存在相干性时，DOA 估计性能严重下降；二是特征

子空间估计的运算量较大，其所需的计算量约为
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3( )O M ，其中M 是阵元个数。针对第 1 个问题，空

间平滑方法[3]、利用均匀线阵对称性解相干[4]、奇异

矢量重构方法[5]和对协方差矩阵Toeplitz化[6]等一系

列方法被提出来，实现了对相干信号的 DOA 估计，

但是也在一定程度上增加了算法复杂度。针对第 2
个问题，出现了一些快速的子空间估计和跟踪算法，

如 Lanczos变换[7]、双迭代算法[8]和基于Householder
压缩理论的子空间跟踪算法[9]等，但这些方法的运算

量也不低于 ( )O Mr ，这里r 表示子空间维数。 
对于一般的信号环境，很难找到一种计算量小

于 ( )O Mr 且能够处理相干信号的超分辨 DOA 估计

算法，但是在特殊的信号环境中这种方法是存在的。

本文研究了一种特殊信号环境，即所有信号的幅度

均值相等且不为零，利用均匀线阵阵列流形的
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Vandermonde 结构，推导出了噪声子空间的解析形

式，进而实现了信号 DOA 的快速估计。在此基础

上，本文进一步研究了 2 维 DOA 估计的方法，由

于本方法计算过程都是简单的代数运算，甚至不需

要矩阵相乘，子空间估计的运算量为 ( )O M ，因而计

算效率远高于传统算法，且该方法性能不受信号之

间的相干性影响。需要说明的是，在反辐射导弹抗

有源诱饵诱偏等实际问题中[10,11]，本方法要求的信

号环境是存在的。 

2  噪声子空间解析形式的推导及 1 维 DOA
估计算法 

假设有N 个远场窄带辐射源满足信号均值相等

且不为零，其信号到达角度分别为 iθ ， 1,2, ,i N= 。

采用阵元数为M 的均匀线阵， 1M N≥ + ，忽略天

线误差，根据经典均匀线阵信号模型，信号导向矢

量(steering vector)为 
T( 1)( ) 1, , , , 1,2, ,i ij j M

i e e i Nωτ ω τθ − − −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦a  (1) 

其中 2 /ω π λ= ， sini idτ θ= ⋅ ， iλ 为信号波长，d 为

阵元间距。如果设 ij
iX e ωτ−= ，则导向矢量 ( )iθa 可

改写为 
T2 1( ) 1, , , , M

i i i iX X Xθ −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦a                (2) 

若信号表示为 ( )i ns ， 1,2, ,i N= ， 1,2, ,n L= ，

L 为快拍数，则无噪声情况下接收数据Z 为 
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对Z按行取均值(即按时间取均值)，可得 
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由于各个信号满足均值相等且不为零，因此设m =  

1
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由于 mZ 是已知的向量，设 T
1 2[ , , , ]m Mz z z=Z ，可

建立方程组 
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定义向量 1 2 1[1, , , , , , ]n Mc c c c −=C ，其中 
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        (7) 
, 1,2, , 1nc n M= − 表示 1M − 个变量中任意不相

同的 n 个变量乘积之和。 nc 可由以下递推式得到 
1
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根据推广的维达定理， , 1,2, , 1iX i M= − 是一元

1M − 次方程 
1 2

1 2 1 0M M
N MX c X c X c− −
− −+ + + + =   (9) 

的 1M − 个根。 
根据之前 iX 的定义可知，向量C 实际上是噪声

子空间的一种表达形式，因此式(8)是直接由接收数

据得到的噪声子空间的解析表达式，在信号环境满

足约束条件时，利用这个关系式可以获得噪声子空

间的有效估计，其运算量为 ( )O M ，M 为阵元数目。

相比于利用矩阵分解或迭代法估计噪声子空间的方

法，本文方法的计算效率要高得多，而且当 4N ≤
时，式(9)有闭式根，因此可以迅速而准确地得到方

程的根， 5N ≥ 时式(9)可以用数值方法求解。得到

方程的 1M − 根 iX 之后，选择在复平面上距离单位

圆最近的N 个根，利用式(10)可得到 1 维信号 DOA
估计，其中 arg 表示求辐角 

arcsin arg( ) ,  1, ,
2i iX i N

d
λθ
π

⎛ ⎞⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠    (10) 
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由上述推导过程可知，本方法不需要计算接收信号

协方差矩阵，无需特征分解，信号的相干性对算法

不产生影响，只用简单的代数运算即可获得信号的

DOA 估计，因此计算量远小于传统超分辨 DOA 估

计算法。 

3  基于 V 形阵的 2 维 DOA 估计方法 
利用双线阵实现 2 维 DOA 估计是一种常用的

方法，但是存在两个问题：一是信号在两个线阵上

的信号波达方向参数是独立解算的，因此存在参数

配对的问题；二是当多个信号的俯仰角重合时，利

用垂直双线阵测向会因为角度兼并问题造成波达角

估计失败。一般基于特征分解的 2 维 DOA 估计方

法是利用相同信号的特征向量相关这个特点来解决

参数配对问题的[12]，而本方法不涉及特征分解，因

此无法采用这种方法。本文考虑在 V 形天线阵的基

础上增加一个参考阵元组成稀疏平面阵(如图 1 所

示)。采用 V 形双线阵可以在俯仰角兼并的情况下保

持测向性能，同时利用参考阵元的输出数据来实现

正确的参数配对。 
仍采用经典阵列信号模型，设有N 个远场信号

的到达角为 ( , ), 1,2, ,i i i Nθ ϕ = ，采用M 阵元的稀

疏平面阵，M 为不小于2( 1)N + 的偶数，则其导向

矢量为 
2 T( , ) [1   ]
i i

Mj j
i i e eωτ ωτθ ϕ − −=a       (11) 

ω沿用之前定义，根据图 2 中所示的到达角定义， i
jτ

可以表示为 

 
图 1 稀疏平面阵示意图              图 2 信号到达角示意图 

sin cos sini
j j i i j ix zτ θ ϕ ϕ= +         (12) 

[ , ]j jx z 是第 j 个阵元在 X-Z 平面上的坐标，阵元位

于 X-Z 平面上，坐标向量为 [(0, 0),(1,1), ,( /2d M⋅  
1, /2 1),(1, 0), ,( /2 1, 0),(0,1)]M M− − − ，d 是阵元

间距。令 sin cosi ij d
iX e ω θ ϕ−= ， sin ij d

iY e ω ϕ−= ，则导向

矢量可写为 
/2 1 /2 1 T( , ) [1, , , , , , , ]M M

i i i i i i iW W X X Yθ ϕ − −=a  (13) 

其中 i i iW XY= 。与 1 维 DOA 估计方法同理，得到

接收数据Z的均值向量 mZ ，利用信号同均值的性质

可建立方程组 
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根据式(8)，式(9)分别构造两个一元 /2 1M − 次方

程，可以求解出两组根 { },{ }, 1,2, , /2i iW X i M=  
1− ，从中分别选出离复平面单位圆最近的N 个根。

理想情况下，只有当两组根正确匹配时(即 i j= )，
以下判别式才取得最小值 

满足 
, (1, ) 1, 1

( , ) min
N

j M
i j i j N ii j

W N z
X W

X z∈ =

⎛ ⎞⋅ ⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑      (15) 

由此可以实现两组根的唯一正确配对。无论是否存

在俯仰角兼并问题，两组根都没有重根，因此角度

兼并问题不影响本算法的 2 维 DOA 估计性能。首

先计算俯仰角 

arcsin arg( / ) ,  1,2, ,
2i i iW X i N

d
λϕ
π

⎛ ⎞⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠  (16) 

进而求出方位角 
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       =1,2, ,i N                  (17) 

4  算法性能分析 

之前是在无噪声的情况下进行的推导，现在对

噪声的影响加以分析。不失一般性，设信号和通道

噪声皆服从正态分布，有 
2
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理想情况下，第 j 个通道方程的解的真值表示为 
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考虑到噪声及有限快拍数的影响，实际中第 j 个通

道的方程应写为 
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其中 2
0~ ( , / )s s su N u Lσ ， 2

0~ ( , / )n n nu N u Lσ ， L 是快

拍数，因此方程解的估计值近似满足以下分布 
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信号的均值和方差为定值，因此解的误差主要由噪

声的均值、方差以及快拍数决定，其中解的误差均

值只与噪声均值与信号均值的比值有关，当噪声均

值为零时，可以得到真实解的无偏估计，而解的方

差主要与噪声功率以及快拍数有关，噪声功率一定

时，快拍数越大则解的精度越高。至于噪声的其它

性质，如非白或非高斯噪声，对本方法性能不产生

影响。 
方程的根与信号波达角度是一一对应的关系，

因此 DOA 估计的结果也服从与式(21)近似的分布。

需要说明的是，在式(16)，式(17)所表示的变换过程

中只用到根的辐角，方程根在复数空间的径向误差

对角度估计不产生影响，因此用求根法估计的角度

误差比角度搜索的估计误差小一些，这就是

Root-MUSIC 算法性能优于一般的 MUSIC 算法的

原因[13]。 

5  仿真实验及分析 
实验 1  采用阵元间隔为半波长的 3 阵元均匀

线阵对两个信号进行 DOA 估计，信号到达角度分

别为 15°和 21°。设通道噪声为零均值复高斯白噪

声，两信号具有相同的非零均值，分别在两信号相

干和不相干的情况下比较Root-MUSIC算法与本文

方法的性能。 
当两信号不相干时，整体上两种方法的测向性

能大致相当，在信噪比较低时，本文方法性能略优

于 Root-MUSIC 算法(图 3(a))，这是因为本方法中 

对接收数据取均值的步骤对随机噪声有一定的抑制 
作用。当快拍数减少时，两方法的性能都有所下降，

本方法的性能恶化更为明显，原因是当快拍数较少，

信号和噪声的实际均值与其期望值的偏差较大，此

时本方法的结果不再是无偏估计。当多信号相干时，

Root-MUSIC 算法性能严重恶化，而本文方法性能

不受影响(图 3(b))。 
实验 2  在通道噪声为非零均值高斯白噪声情

况下，考察噪声均值与信号均值之比( 0 0/n su u )和快

拍数变化时本方法估计误差的平均值和方差。信噪

比固定为 10 dB。 
仿真结果显示，随着 0 0/n su u 逐渐增大，测向误

差均值逐渐偏离 0，呈单调增加趋势(图 4(a))；当噪

声功率确定时，估计误差的方差受 0 0/n su u 的影响不

明显，只是略有下降趋势，而主要与快拍数有关(图
4(b))。仿真结果完全验证了式(21)的分析结论。 

实验 3  采用 8 阵元的稀疏平面阵对 3 个信号

的 2 维到达角进行估计，信号到达角分别为(-3.5 , 
2.4 )、(0.5 , 7 )、(4.8 , -3.5 )，SNR=0 dB。 

利用双线阵进行 2 维测向需要解决参数配对的

问题，本文提出增加一个参考阵元的方法来解决这

一问题。在理想情况下，当参数正确配对的时候判

别式(15)达到最小值，但当信噪比较低和信号波达

角度相互接近时，仍会发生错误配对并导致出现虚

假角度(如图 5 所示)。实际上，当方程根的误差大

于各个根在复平面上的距离的一半时就会出现根的 

 
图 3                                            图 4 
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图 5 2 维 DOA 估计结果(SNR=0 dB) 

错误配对，而当信噪比较高、快拍数或信号角度差

增加时虚假信号出现的概率将随之降低。 
实验 4  假设有两个信号，其到达角分别为

( , ),θ θ− ( , )θ θ− ，图 6 中曲线表示当 θ (单位为 )和信

噪比变化时出现虚假角度的概率，其中噪声为零均

值高斯白噪声，快拍数为 400。在这里，定义以实

际到达角度为中心，半径为 θ 的两个圆形区域为“有

效区域”，落在“有效区域”之外的角度估计值为虚

假角度，每一个数据为 100 次独立实验的统计结果。 
实验结果显示，当信噪比大于 0 dB 且两信号到

达角之差大于 4 的时候，虚假角度出现的概率很

小，可以忽略不计。本文方法的最大特点是计算量

小，因此可以在较短时间内进行多次 DOA 估计，

进而用统计的方法排除虚假角度。 

 

图 6 虚假角度出现的概率 

6  结束语 

当各个信号的均值相等且不为零时，均匀线阵

接收信号的噪声子空间具有解析形式，因此可以快

速而精确地获得噪声子空间的估计，进而利用多项

式求根的方式实现信号 DOA 估计。本文推导了特

殊信号环境下的噪声子空间表达式，并在此基础上

研究了一维和二维信号 DOA 估计方法，实验结果

显示，该方法具有与 Root-MUSIC 算法相近的 DOA
估计性能，而且对多信号之间的相干性不敏感，尤

其是本方法中不涉及任何矩阵计算或子空间逼近问

题，因此计算量远小于传统超分辨 DOA 估计算法，

在当前计算条件下完全可以将其应用于实际工程之

中。 
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