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周期为 mp 的广义割圆序列的线性复杂度 
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摘  要：该文将周期为 mp ( p 为奇素数，m 为正整数)广义割圆的研究推广到了任意阶的情形，构造了一类新序列，

确定了该序列的极小多项式，指出线性复杂度可能的取值为 1mp − ， mp ， ( 1)/2mp − 和 ( 1)/2mp + 。并且指出，

当选取的特征集满足一定条件时，对应序列的线性复杂度取值总是以上 4 种情形。结果表明，该类序列具有较好的

线性复杂度性质。  
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Abstract: In this paper, a new class of generalized cyclotomic sequences of period mp ( p odd prime and 1m > ) 
with arbitrary order is constructed and its minimal polynomial is determined. Hence the linear complexity of it is 
obtained. The possible values of its linear complexity are pointed out, which is 1mp − , mp , ( 1)/2mp −  and 
( 1)/2mp + . The research also indicate that linear complexity of the sequences always take the values as above 
when the corresponding characteristic sets satisfies certain conditions. The results show that most of these 
sequences have good linear complexity. 
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1  引言  
伪随机序列在序列密码、扩频通信等领域有着

极为广泛的应用。线性复杂度是度量序列伪随机性

质的一个重要的指标 [1]。有限域GF( )q 上周期为M
的序列 0 1 1{ } ( , , )t Ms s ,s s −= 的线性复杂度 ( )L s 定义

为满足函数 1 1 2 2j j j L j Ls c s c s c s− − −= + + + 的最小

L ，其中 1 2, , ,c c GF( )Lc q∈ , j L> 。它也是生成{ }ts
的最短线性反馈移位寄存器的阶数 [2]。记 ( )S x =  

1
0 1 1

M
Ms s x s x −

−+ + + ，则序列{ }ts 的线性复杂度

和极小多项式 ( )m x 分别由下式给定 
( )deg gcd( 1, ( )ML M x S x= − −        (1) 
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1( ) 1

      ( 1)/ gcd( 1, ( ))

L
L

M M

m x c x c x

x x S x

= + + +

= − −      (2) 
为抵抗已知明文攻击, 密钥流序列的线性复杂

度必须足够大。 根据Berlekamp-Massey算法, 如果

( ) /2L s M> (M 是{ }ts 的周期)，则认为{ }ts 具有好

的线性复杂度性质。 
近年来，广义割圆序列由于具有良好的线性复

杂度而备受关注。该类序列的典型代表是周期为 pq  
( ,p q 为素数)和周期为 mp 的情形，其中 ,p q 为奇素

数，m 为正整数，关于该类序列主要的研究成果见

参考文献[2-14]。  
本文将考虑周期为 mp 的广义割圆序列的线性

复杂度，推广了现有的相关结论。假设 {AB xy=  
}x A,y B∈ ∈ ， { }xB xy y B= ∈ ，ord ( )N x 表示x 模

N 的阶。 

2  周期为 mp 的任意阶序列的构造 
假设 p 为奇素数，整数 1m ≥ ，d 满足 2 | (d p  
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1)− 。若g 为 2p 的本原元， 1 (mod )g g p≡ ，则g 和 1g
分别为 ( 2)ep e ≥ 和 p的本原元。 在本文中， 假定g
为 ( 1)mp m ≥ 的本原元。 则根据中国剩余定理， 有

1ord ( ) ( ) ( 1)m
m m

p g p p pϕ −= = − 。 
对任意的n ，1 n m≤ ≤ ，定义 * ( )npZ g= ， ( )

0
nD  

2( )dg= ， ( ) ( )
0

n i n
iD g D= ， 1,2, ,2 1i d= − ， ( )nR =  

1
( 1){0, ,2 , ,( 1) } n
n

pp p p p pZ −
− − = ，记 (1) {0}R = 。 因

此 ( ) ( )( ) ( ) * ( )
0 1 2 1=( )n n

n nn n n
dp pZ D D D R Z R−∪ ∪ ∪ ∪ = ∪ 。 

由此可得到剩余类环 mpZ 的一个分割为 

( ) ( )
1

2

( ) ( )( )
0 1 2 1

( ) ( 1)( ) ( 1)
0 0 2 1 2 1

2

( )( )
1 0 1 2 1

( )

    

       

                                

    ( ) ( ) {0}

m m

m

m mm
dp p

m mm m
d d

p

nm m n n m m n
n n d

Z D D D pZ

D pD D pD

p Z

p D p D

−

−

−

−−
− −

− −
= = −

= ∪ ∪ ∪ ∪

= ∪ ∪

∪

= ∪ ∪

∪ ∪

∪ ∪ ∪

 

假定 ( )
1

m m n n
i n iD p D−

== ∪ ， 0,1, ,2 1i d= − ，则 

有
2 1

0

{0} m

d

i p
i

D Z
−

=
∪ =∪ ，且 i jD D∩ = ∅，i j≠ ， ,i j =  

0,1, ,2 1d − ，其中∅表示空集。  
令 0 0 1 1dC D D D −= ∪ ∪ ∪ ， 1 1d dC D D += ∪ ∪  

2 1dD −∪ 。构造周期为 mp 的二元广义割圆序列如

下 

其它

00,  
( )

1,  

t C
s t

⎧ ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
             (3) 

由定义可以看出，该序列为平衡序列。此时称

集合 1 {0}C ∪ 为序列的特征集。 
显然，当参数 1m = 且 1d = 时，序列 ( )s t 即为

Lengdre序列[7]，关于其伪随机性质的研究已经较为

完善。对于参数 1m = 且 3d = ， 2m = 且 1d = ，

2m = 且 2d = 和 3m = 且 1d = 时序列的线性复杂

度和自相关性质等伪随机性质，见参考文献[8-11]； 
当参数 2m ≥ 且 1d = 时，Yan[12]和Kim[13]等人分别

于2007年和2008年确定了该类序列的线性复杂度。 
这些研究结果表明，序列{ ( )}s t 具有很好的密码学性

质。 
下面我们确定序列{ ( )}s t 的线性复杂度。 

3  序列的线性复杂度 

    定义
2 1d i

i id i
B D− +

+
=∪ ，显然 0 1B C= ， 0dB C= 。 

其中D ，B 的下标均模2d 。 
引理 1  对任意的 ( )n

ia D∈ ， 0,1, ,2 1i, j d= − ，

有下式成立  
(1) ( ) ( )=n n

j i jaD D + ; (2) j i jaD D += ; (3) =j i jaB B + 。  

证明  (1)的证明和文献[3]中的证明类似，此处

不再重复。 
(2)由 ( )n

iD 的定义可知， (1) (2) ( )m
i i iD D D⊂ ⊂ ⊂ ，

( ) ( )modn l l
i iD p D= 若 l n≤ ， ( ) ( )modn l n

i iD p D= ⊂  
( )l
iD  若 l n> 。  

因此，根据(1)有 
( ) ( )

1 1

( )
1    ,  0,1, ,2 1

m m k k m m k k
j k j k j

m m k k
k i j i j

aD a p D p aD

p D D i, j d

− −
= =

−
= + +

= ∪ = ∪

= ∪ = = −
 

(3)根据(2)有 

证毕

2 1 2 1

2 1    

d j d j
j i id j d j

d j
i j i jd j

aB a D aD

D B

− + − +
+ +

− +
+ ++

= =

= =

∪ ∪
∪

 

定义 ( ) 1
i

i
i

i B

B x x
∈

= +∑ ， 0,1, ,2 1j d= − 。则

0 1

0( ) 1 1i i

i B i C

B x x x
∈ ∈

= + = +∑ ∑ 是序列 { ( )}s t 的生成 

多项式。令α表示有限域GF(2 )m 上的N 次本原单位

根，这里GF(2 )m 是 1Nx − 的分裂域， ord (2)Nm = 。 
引理 2  ( ) ( ) 1i d iB Bα α++ = ， 0,1, , 1i d= − 。 
证明  因为 20 1 ( 1)(1

mpα α α α= − = − + + +  
1)

mpα −+ 。由 α 的定义有 2 1mpα α α −+ + + =  
( ) ( ) 1

i i

i i
i d i

i B i B d

B Bα α α α+
∈ ∈ +

+ = + =∑ ∑ 。      证毕 

引理 3[3]  剩余类方程  (mod  )ax b m≡ ， 0a ≡/  
(mod  )m 是可解的当且仅当 gcd( , ) |a m b 。 

引理 4  对任意正整数d ，1 1i d≤ ≤ − ，方程

 (mod  2 )ix d d≡ 关于变量x 是可解的。 
证明与文献[14]中的证明类似，此处不再重复。 
引理 5  02 D∈ 当且仅当 0( ) {0,1}B α ∈ 。 
证明  因为 gcd(2, ) 1p = ，且 2p > ，显然存在 i ，

0 2 1i d≤ ≤ − ，使得2 iD∈ 。因为 gcd(2, ) 1p = ，且

2p > ，显然 (1) (2) ( )2 m
i i iD D D∈ ⊂ ⊂ ⊂ 。 

充分性:  如果 02 D∈/ ，根据引理 4，存在 ix 满

足方程  (mod  2 )ix d d≡ 。因此，对任意的 1, ,j =  
1d − ，有 

( ) ( ) ( ) 1
ij ix j d jB B Bα α α+ += = +        (4) 

因此，根据式(4)和引理 4，有 
2

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
i ij x i j ix j d jB B B Bα α α α+ − + += = = +  

从而， ( ) {0,1}jB α ∈/ ， 1, , 1j d= − 。根据这

个事实，有 0( ) ( ) 1dB Bα α+ = ，因此， 0( ) {0,1}B α ∈/ 。 
必要性:  若 02 D∈ ，根据引理 3， 2

0( )B α =  
0( )B α ， 因为 GF(2 )mα ∈ ， 则有 2 2

0 0( ( )) ( )B Bα α= 。

从而 2
0 0( ( )) ( )B Bα α= 。因此 0( ) {0,1}B α ∈ 。   证毕 

定理 1  如果 02 D∈/ ，则序列的线性复杂度和极

小多项式分别为 
为偶数 或者 为奇数且

或者 

为奇数且 或者

 

,  , (

  3(mod  8) 1(mod  8))
( )

1,  ( 3(mod  8)

  1 (mod  8)) 

m

m

p m m p

p
L s

p m p

p

⎧ ≡⎪⎪⎪⎪⎪ − ≡⎪⎪= ⎨⎪ − ≡⎪⎪⎪⎪ ≡ −⎪⎪⎩
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为偶数 或者 为奇数且

或者

为奇数且

或者

1,   (

     3(mod  8) 1(mod  8))
( )

( 1)/( 1),  ( 3 

     (mod  8) 1 (mod  8))

m

m

p

p

x m m p

p
m x

x x m p

p

⎧⎪ − ≡⎪⎪⎪⎪ − ≡⎪⎪⎪= ⎨⎪ − − ≡⎪⎪⎪⎪⎪ ≡ −⎪⎪⎩

 

证明  因为 0
0( ) 1B α = 当且仅当：(1)m 为偶数；

或(2)  m 为奇数，且 3 (mod  8)p ≡ − 或者 1p ≡  
(mod  8) 成立。从而根据引理 5 可知 gcd( 1,

mpx −  
0( )) 1B x = ， 根 据 式 ( 1 ) 和 式 ( 2 ) 有 ( )m x =  

0

1
1

gcd( 1, ( ))

m
m

m

p
p

p

x
x

x B x
− = −

−
。 ( ) deg( ( ))L s m x=  

mp= 。                                  证毕 
0

0( ) 0B α = 当且仅当 m 为奇数，且 3p ≡  
(mod  8)或 1 (mod  8)p ≡ − 成立，从而根据引理 5
和等式(1)和式(2)可知， 0gcd( 1, ( )) 1

mpx B x x− = − ， 
1( )

1

mpxm x
x

−=
−

。 ( ) 1mL s p= − 。 

下面考虑 02 D∈ 的情形。 对文献[3]的结论稍作 

变动，可有如下的引理。 
引理 6   (1)

(1) (1)1 1
0 2 1

1
m m

d

i i

i p D i p D

θ θ
− −

−∈ ∈

+ + =∑ ∑ ; 

(2) 若 2, ,l m= ， 
( ) ( )
0 2( 1)
l lm l m l

d

i i

i p D i p D

θ θ
− −

−∈ ∈

+ + =∑ ∑  

( ) ( )
1 2 1

0
l lm l m l

d

i i

i p D i p D

θ θ
− −

−∈ ∈

+ + =∑ ∑ 。 

注意到对任意的 1,2, ,l m= ，  0,1, ,k =  
2 1d − 以及任意的正整数 i ，若 i 满足n l i m− + ≤  

1− ， 有 
( ) ( )

( ) ( )

 (mod )  (mod ),

|  (mod ) | = |  (mod ) |

l l ii m l m m l i m
k k

l l ii m l m i m l i m
k k

p p D p p D p

p p D p p p D p

−− − +

−− − +

⋅ ≡

⋅
 

若 i 满足n l i m− + ≥ ，有 ( )(mod )li m l m
kp p D p−⋅  

0 (mod )mp≡ 。 

若 2 1 ( )
0

d m l l
j ja p D− −
=∈∪ ，显然存在某个 *

kpb Z∈ =  
2 1 ( )

0
d l

j jD−
=∪ ， 使得 m la p b−= 。因此 

( ) (1)1

( ) ( 1) (1)1 1

( 1 (1)1 1

2 1

0

2 1

( ) 1

        1

        

m m
j j

m mm l m l m l m
j j j

lm l m
j j

d
a at at

j d t D t p D

d
bt bt bt

j d t p D t p D t p p D

m l

t p D t p D

B

p

θ θ θ

θ θ θ

−

−− − + − −

−− + −

−

= ∈ ∈

−

= ∈ ∈ ∈

−

∈ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

= + + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑

i

( ) ) ( ) (1)1

( ) ( 1) (1)1 1

2 1 2 1
0

2 1

1

1        
2

l m lm l l m
j j j

l lm l m l m
j j j

d d
bt t

j d j dt p D t p D t p D

m ld
m l bt

j d t p D t p D t p D

pp

θ θ

θ

−− −

−− − + −

− −
⋅

= =∈ ∈ ∈

−−
−

= ∈ ∈ ∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ + + +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ +⎟⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 

    当 ( )l
ib D∈ ， 根 据 引 理 1 ， 有 ( ) ( )n n

j i jbD D +=  

(mod )np ， ( ) ( )m n n m n n
j i jbp D p D− −

+= ， =1,2, ,n l , , =i j  
0,1, 2 1d − 。所以 

( ) ( 1) (1)1 1

0

2 1

( )

 

1     
2

l lm l m l m
i j i j i j

a

d
m l

j d t p D t p D t p D

m l
t

B

p

p

θ

θ

−− − + −
+ + +

−
−

= ∈ ∈ ∈

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
+⋅ +

∑ ∑ ∑ ∑  

因此，依据引理 1，若 ( )l
ds D∈ ，有 

( ) ( 1) (1)1 1

0

1

0

( )

 

1    ( )
2

l lm l m l m
i j i j i j

as

d
m l

j t p D t p D t p D

m l
t a

d

B

p

p B

θ

θ θ

−− − + −
+ + +

−
−

= ∈ ∈ ∈

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
+⋅ + =

∑ ∑ ∑ ∑  

 

根据引理 2 和引理 6， \ {0}mpa Z∈ ，有 0( )aB θ +  

( ) 1a
dB θ = ，因而当a 取遍

2 1

0

d

i
i

D
−

=
∪ 中的所有元素时，  

0( ) 0aB θ = 当且仅当a 跑遍其中的d 个 iD ，即恰好有

d 个 iD 中 的 元 素 a 使 得 0( ) 0aB θ = 。 因 而 ， 

0( ) 0aB θ = 和 0( ) 1aB θ = 出现的次数相等，均为

( 1)/2mp − 。定义集合 0{ | ( ) 0, ,a
ll B a DΤ θ= = ∈  ，

0,1, ,2 1}l d= − S = {0,1, ,2 1} \d T− ，显然 | |S =  
| |T d= 。 

定理 2  如果 02 D∈ ，则序列的线性复杂度和极

小多项式分别为 

为偶数 或者 为奇数且

为奇数且

1,  ,  
2

( )     1 (mod  8)

1,   1 (mod  8)
2

m

m

p m m

L s p

p m p

⎧⎪ +⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ≡⎨⎪⎪⎪ −⎪⎪ ≡ −⎪⎪⎩
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为偶数

或者 为奇数且

为奇数且

( 1) ( ), , 

 1(mod  8)
( )

( ),

  1(mod  8) 

i S i

i S i

a
a D

a
a D

x x m

m p
m x

x m

p

θ

θ

∈

∈

∈∪

∈∪

⎧⎪ − −⎪⎪⎪⎪ ≡⎪⎪⎪= ⎨⎪ −⎪⎪⎪⎪⎪ ≡ −⎪⎪⎩

∏

∏
 

证明  因为 0
0( ) 1B α = 当且仅当 (1)m 为偶数， 

或(2)m 为奇数且 1 (mod  8)p ≡ 成立。从而依据引

理 6 和上面的讨论可知， 0( ) 0aB θ = 当且仅当

i T ia D∈∈ ∪ 。因此，  

0gcd( 1,  ( )) ( ),

1( ) ( 1) ( ),  ( )
2

m

i T i

i S i

p a
a D

m
a

a D

x B x x

pm x x x L s

θ

θ

∈

∈

∈∪

∈∪

− = −

+= − − =

∏

∏
 

若m 为奇数且 1 (mod  8)p ≡ − ， 则 0
0( ) 0B α = 。 类

似地，有 

0gcd( 1, ( ))=( 1) ( )
m

i T i

p a
a D

x B x x x θ
∈∈∪

− − −∏ , ( )m x =  

( )
i S i

a
a D

x θ
∈∈∪

−∏ 。
1( )

2

mpL s −= 。         证毕 

4  结论 

本文对周期为 mp 任意阶的广义割圆序列的线

性复杂度进行了研究。结果表明：(1)该类序列的线

性复杂度最小为 ( 1)/2mp − ，最大可达到 mp ，且该

类序列为平衡序列。除了参数同时满足 02 D∈ ，m 为

奇数且 1 (mod  8)p ≡ − 外， 序列的线性复杂度均大

于( 1)/2mp + ，因此，根据B-M算法，获取该序列的

任何一段子序列都不能用该算法恢复出全部序列。

(2)该结果与文献[7-13]的线性复杂度取值完全符

合。 并且通过定理1的证明以及引理3，引理6可以

看出： 若定义集合{0,1, ,2 1}d − 中的任意d 个元素 
构成的子集为T ，且若多项式 ( ) 1

i X i

t
T

t D

B x x
∈∈∪

= +∑   

满足 ( ) ( ) 1T T dB Bα α++ = ，则序列 

其它

0,  
( )

1,  
i X it D

s t
∈⎧ ∈ ∪⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

           (4) 

的线性复杂度结果取值有 1mp − ， mp ，( 1)/2mp − 和

( 1)/2mp +  4 种情形，与本文所给出的结论一致。 
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