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摘  要：该文提出一种基于素域构造准循环低密度校验码的方法。该方法是 Lan 等所提出基于有限域构造准循环

低密度校验码的方法在素域上的推广，给出了一类更广泛的基于素域构造的准循环低密度校验码。通过仿真结果证

实：所构造的这一类准循环低密度校验码在高斯白噪声信道上采用迭代译码时具有优良的纠错性能。 
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Abstract: This paper presents a method to construct quasi-cyclic LDPC codes from prime fields. This method is a 
generalization of a method proposed by Lan et al to construct quasi-cyclic LDPC codes based on finite fields, and 
gives a much larger class of quasi-cyclic LDPC codes based on prime fields. Simulations show that quasi-cyclic 
LDPC codes constructed by the proposed method perform well over AWGN channels with iterative decoding.  
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1  引言  
Gallager 于 1962 年首次提出了低密度校验

(LDPC)码[1]，但是这一卓越的创造在当时并没有得

到应有的重视。直到 1996 年，Mackay 和 Neal 证实

了低密度校验码可以获得接近香农限的误码性能[2]，

低密度校验码被编码学界忽视的状况才得以改变。

自此以后，低密度校验码成为编码学界研究的热点。

目前，低密度校验码已在深空通信、卫星通信、光

纤通信、磁\光存储、ADSL、无线局域网等领域得

到应用，并被视为未来最有发展潜力的一类编码。 
低密度校验码的构造方法大致可以分为随机构

造和代数构造两个大类。随机构造可以构造出误码

性能很好的低密度校验矩阵，但随机构造的校验矩

阵缺少有规律的结构，使编码过程变得复杂，且需

要较大的存储空间来存储校验矩阵，这些缺陷妨碍

了随机构造的应用。代数构造的准循环低密度校验

码可以克服随机构造的缺陷，并可以简化编码及译

码过程，应用时对硬件的要求也较低 [3 5]− 。在文献[6]
中，Lan 等利用有限域构造出了几类性能优良的准
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循环低密度校验码。本文将提出一种基于素域构造

准循环低密度校验码的方法。这一方法是 Lan 等所

提出基于有限域构造准循环低密度校验码的方法 
一[6]在素域上的推广， 给出了一类更广泛的基于素

域构造的准循环低密度校验码。通过仿真结果证实，

采用本文方法构造的准循环低密度校验码在高斯白

噪声信道上采用迭代译码时，具有良好的纠错性能，

并且有较低的错误平层。  

2  基于素域构造的准循环低密度校验码 
构造从素域GF( )p 上有以下形式的一个矩阵开

始， 
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在式 (1)中， α 为素域 GF( )p 的一个本原元；

0 1 2, , , pg g g −  均为集合{0,1, , 2}p − 中的元素，满

足以下条件：若 0 1i j p≤ , < − 且 i j≠ ,则有 ii g−  
(mod( 1))jj g p≡/ − − 。我们并不要求 0 1 2, , , pg g g − 互

不相等。由于取定素域GF( )p 之后，α可以在( 1)p −
个本原元中任意选取，而满足条件的 0 1 2, , , pg g g − 一

共有( 1)p − !组，因此，我们总共可以构造出( 1)p −  
( 1)p⋅ − !个具有式(1)形式的矩阵。在文献[6]中，Lan
等所构造的矩阵 (1)W 是本文式(1)中W 每个参数

(0 1)ig i p≤ < − 均取值为 0 的特例。  
引理1  在由式(1)给出的矩阵W 中，每行每列

有且只有一个零元素。  
证明  矩阵W 中第 i ( 0 1i p≤ < − )行(本文中,

行列及分量位置的序数均从0开始)的第 s ( 0 s≤  
1p< − )个元素为零的充要条件为 (mod(ii s g p+ ≡  

1))− 。容易看出，给定 i 和 ig 之后，s 有且只有一个

解。因此，矩阵W 中每行有且只有一个零元素。还

需要证明W 中每列有且只有一个零元素。若W 中

不是每列有且只有一个零元素，则存在一个列至少

有2个零元素，设这一列为第 k ( 0 1k p≤ < − )列， 
并设第 k 列上第 i 个分量和第 j 个分量上的元素为

零，则 0ii k gα α+ − = ， 0jgj kα α+ − = 。由于α为

素域GF( )p 的本原元，故有 (mod( 1))ii k g p+ ≡ − ，

(mod( 1))jj k g p+ ≡ − 。容易得到  
(mod( 1))i ji g j g p− ≡ − −         (2) 

式(2)与选取 0 1 2, , , pg g g − 所满足的条件矛盾。由此

可知，W 中每列有且只有一个零元素。  
引理2  由式(1)给出的矩阵W 具有以下性质： 
(1)若 0 1i p≤ < − , 0 1k l p≤ , < − 且k l≠ ，则

k
iwα 与 l

iwα 最多只有一个对应相等的分量；  
(2)若 0 1i j p≤ , < − , i j≠ 且 0 1k l p≤ , < − , 

k
iwα 与 l

jwα  最多只有一个对应相等的分量。  
证明  由W 中每行 1p − 个元素互不相同，且

α为素域GF( )p 的本原元，容易知道性质(1)成立。

下面我们用反证法证明性质(2)成立。否则存在

i j k l, , , ,满足  0 1i j p≤ , < − , i j≠ 且 0 ,k l p≤ <  
1− ,使 k

iwα 与 l
jwα 至少有两个对应相等的分量。记

k
iwα 与 l

jwα 有相等的分量的两个位置分别为 s ，

t ( 0 1s t p≤ , < − )，则有  
( ) ( )ji gk i s g l j sα α α α α α+ +− = −        (3) 

( ) ( )ji gk i t g l j tα α α α α α+ +− = −        (4) 

将式(3)的左边乘以式(4)的右边，式(3)的右边乘以

式(4)的左边，消去 k lα + 后得到  
( )( ) ( )( )j ji ig gi s g j t j s i t gα α α α α α α α+ + + +− − = − − (5) 

由式(5)可以推得  

( ) ( )j ii g s t j g s tα α α α α α+ +− = −       (6) 

由于 (mod( 1))s t p≡/ − , 0s tα α− ≠ ，我们可以在式

(6)两边消去 s tα α− ，得到 j ii g j gα α+ += 。由于α为

素域GF( )p 的本原元 ， (mod( 1))j ii g j g p+ ≡ + − ，

即  
(mod( 1))i ji g j g p− ≡ − −        (7) 

式(7)与选取 0 1 2, , , pg g g − 所满足的条件矛盾。由此,
性质(2)得到证明。 

利用式(1)给出的矩阵W ，构造 2( 1) ( 1)p p− × −  
矩阵M ：  
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其中，大小为 ( 1) ( 1)p p− × − 的子矩阵 iM ( 0 i≤  
1p< − )由下式给出： 
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子矩阵 iM ( 0 1i p≤ < − )的第 0 行是式(1)给出的矩

阵W 的第 i 行。  
为了叙述的方便，这里我们引入以下定义：  
定义1  令 α 为素域 GF( )p 的一个本原元，

kβ α= 是素域GF( )p 的一个非零元素，则  
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称为素域GF( )p 乘法循环群的一个循环列。  
定理 1  式(1)给出的矩阵M 具有以下性质：  
(1)M 中每行有且只有1个零元素； 
(2)M 中任意两行最多只有1个对应相等的分

量； 
(3)每个 iM ( 0 1i p≤ < − )中有且只有1个全零

列，其它列均为GF( )p 中乘法循环群的循环列； 
(4)各个 iM ( 0 1i p≤ < − )的全零列分布在矩

阵M 不同的列中，即矩阵M 的每一列均包含且仅

包含某一个 iM 的全零列 。  
证明  (1)是引理1的直接结果。(2)是引理2的直
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接结果。由于引理1及α为素域GF( )p 的本原元，容

易知道(3)和(4)成立。  
将 2( 1) ( 1)p p− × − 矩阵M 表示为  
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根据式(11)表示的矩阵M ，构造GF(2) 上 2( 1)p −  
2( 1)p× − 矩阵H ：  
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其中 i j,H ( 20 ( 1) 1i p≤ ≤ − − ， 0 2j p≤ ≤ − ) 是满

足以下条件的1 ( 1)p× − 子矩阵：  
(1)若 0i jm , = ，则 i j,H 是全零向量;  
(2)若 k

i ja α, = ( 0 2k p≤ ≤ − )，则 i j,H 第k 个分

量是1，其它分量均为0。  
由定理1的性质(2)，容易知道矩阵H 满足RC-约束

条件，即H 中任意两行在对应相同位置上的“1”
最多只有1个。 

将式(12)给出的 2 2( 1) ( 1)p p− × − 矩阵H 划分

为 ( 1) ( 1)p p− × − 个大小为 ( 1) ( 1)p p− × − 的子矩

阵： 
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定理 2  在式(13)给出的阵列中，每行每列均

有且仅有1个大小为 ( 1) ( 1)p p− × − 的全零子矩阵,
其余的子矩阵均为( 1) ( 1)p p− × − 循环置换矩阵。 

证明  i j,P ( 0 2i j p≤ , ≤ −  )由 iM 的第 j 列得

来。若 iM 的第 j 列是全零列，则 i j,P 是大小为( 1)p −  
( 1)p× − 的全零子矩阵。若 iM 的第 j 列是GF( )p 中乘

法循环群的循环列，则 i j,P 是与 iM 第 j 列关联的

( 1) ( 1)p p− × − 循环置换矩阵。定理2是定理1的直接

结果。  

3  结构性质 

利用上面所构造的 ( 1) ( 1)p p− × − 个大小为

( 1) ( 1)p p− × − 的循环置换矩阵阵列及其转置，可以

得到许多个准循环低密度校验码的校验矩阵。下面

只讨论由H 得到的准循环低密度校验码的校验矩

阵。  

取 ( )k l,H ( 1 1k l p≤ , ≤ − )为式(13)的一个 k l×
子阵列，则 ( )k l,H 是GF(2)上的 ( 1) ( 1)k p l p− × − 矩

阵。 ( )k l,H 是H 的子矩阵，亦满足 RC-约束条件。

若 ( )k l,H 中不包含式(13)中的零子方阵，则 ( )k l,H 具

有固定的行重 l 和固定的列重k 。以 ( )k l,H 为校验矩

阵，得到一个码长为 ( 1)l p − 的正则准循环 LDPC码,
记为 1C 。 ( )k l,H 的秩至多为 ( 1) 1k p k− − + , 1C 的码

率至少为(( )( 1) 1) ( 1)l k p k l p− − + − / − 。由于 ( )k l,H
满足 RC-约束条件，其 Tanner 图最小圈长至少为 6；

( )k l,H 中 ( 1)t t k< + 列的和不可能是零向量，故 1C
的最小距离至少为 1k + 。 ( )k l,H 是置换矩阵的阵

列，其奇数列之和必不为 0，因此 1C 的最小距离必

是偶数。当k 是偶数时， 1C 的最小距离至少为 2k + 。

如果 ( )k l,H 中含有式(13)中的零子方阵，则其列重

可能有k 和 1k − 两个值；行重也可能有 l 和 1l − 两

个值。 这时以 ( )k l,H 为校验矩阵可能得到一个近正

则准循环 LDPC 码，这个近正则准循环 LDPC 码的

最小距离至少为 ( )k l,H 的最小列重加 1。  

4  仿真结果 

用本文提出的方法构造了 2 个码，与用文献[6]
中方法构造的 2 个码作了仿真结果比较。结果如图

1 所示。仿真在加性高斯白噪声(AWGN)信道上进

行， 采用 BPSK 调制及 SPA 译码。这些码采用 SPA
译码时都收敛得很快，100 次迭代和 5 次迭代的性

能差距小于 0.1 dB，因此，在仿真中我们只用了 5
次迭代。选用的第 1 个码是在素域GF(131)上用本文

方法构造的一个(6500,5983)准循环低密度校验码。

取GF(131)的本原元 2, 按本文方法构造由130 130×
个大小为130 130× 的循环置换矩阵组成式(13)形式

的阵列(参数 0 1 2, , , pg g g − 随机选取)，选取阵列中的

第0行到第3行及第0列到第49列的循环置换矩阵，

得到一个(6500,5983)准循环低密度校验码。我们将

这个码标记为GP(6500 5983), 。GP(6500 5983), 的码

率是 0.92046。在误码率 610− 时，GP(6500 5983), 与

香农限仅有约 1.05 dB 的差距。在 5 次迭代的条件

下，这是一个很好的结果。将GP(6500 5983), 的仿真

结果与采用文献[6]中方法一构造、标记为LP(6500,  
5983)的准循环低密度校验码作了比较，发现两个码

具有完全相同的纠错性能。仿真中选用的第二个码

是在素域GF(157)上用本文方法构造的一个(9360, 
8736) 准循环低密度校验码。取GF(157)的本原元

5，按本文方法构造由156 156× 个大小为156 156× 的

循环置换矩阵组成式(13)形式的阵列，选取阵列中

的第 0 行到第 3 行及第 0 列到第 59 列的循环置换矩

阵，得到一个(9360,8736)准循环低密度校验码。将 
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图 1 GP(6500,5983)与 LP(6500,5983)及 

GP(9360,8736)与 LP(9360,8738)的误码性能比较 

这个码标记为GP(9360 8736), 。GP(9360 8736), 的码

率是 0.93333。在误码率 610− 时，GP(9360 8736), 与

香农限仅有约 0.9 dB 的差距。在 5 次迭代的条件下，

这同样是一个很好的结果。将GP(9360 8736), 的仿真

结果与用文献[6]中方法一构造的 LP(9360 8738), 作

了比较，这两个码也具有几乎完全相同的性能。我

们没有估计所构造的低密度校验码的错误平层。但

是在仿真中可以看到采用本文方法构造的低密度校

验码的错误平层在 810− 之下。  

5  结论 

代数构造的准循环低密度校验码具有编码及译

码较为简单、易于实现等优点。本文给出了一种基

于素域构造准循环低密度校验码的方法。这一方法

是 Lan 等所提出基于有限域构造准循环低密度校验

码的方法在素域上的推广，给出了一类更广泛的基

于素域构造的准循环低密度校验码。通过仿真结果 

证实：所构造的这一类准循环低密度校验码在高斯 
白噪声信道上采用迭代译码时具有优良的纠错性

能，并具有较低的错误平层。  
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