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基于流形分离技术的稀疏均匀圆阵快速 DOA 估计方法  

潘  捷    周建江    汪  飞 
(南京航空航天大学信息科学与技术学院  南京  210016) 

摘  要：该文针对阵元数有限以及阵元稀疏的均匀圆阵，提出基于流形分离技术(Manifold Separation Technique，

MST)的快速波达方向估计算法，PM-Root-MUSIC 方法。该方法避免了均匀圆阵中基于相位模式激励原理的波束

空间变换所带来的映射误差，同时利用传播因子(PM)和根 MUSIC 算法，避免了传统算法中的特征分解和谱峰搜

索过程，有效降低了计算量，并获得了接近克罗美劳(Cramer-Rao)下限的估计精度。仿真实验验证了该文算法的

有效性。 
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A Fast Algorithm of DOA Estimation for Sparse Uniform Circular  
Array Based on Manifold Separation Technique(MST) 

Pan Jie    Zhou Jian-jiang    Wang Fei 
(College of Information Science and Technology, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China) 

Abstract: A novel version of PM-Root-MUSIC algorithm is developed in this paper. The algorithm is based on the 
Manifold Separation Technique (MST) for fast DOA estimation of Uniform Circular   Array (UCA) when 
elements of UCA are sparse. The method does not suffer from the mapping error caused by classic beamspace 
transform and does not need eigenvalue decomposition, so the computational burden is greatly reduced and the 
estimation results are close to CRB performance. Simulation results show the method is effective. 
Key words: Uniform Circular Array (UCA); Beamspace transform; Propagator Method (PM); Manifold Separation 
Technique (MST) 

1  引言  

波达方向(DOA)估计是阵列信号处理的重要环

节。而均匀圆形天线阵列因为几何上的中心对称性，

其估计性能与方位角无关，正越来越多地受到研究

者的关注，在智能天线、导航、雷达等领域也都有

着广泛的应用。目前广泛采用的均匀圆阵 DOA 估

计方法如 UCA-ESPRIT, UCA-RB-MUSIC[1]等，大

都采用基于相位模式激励原理[2]的波束空间变换来

重建导向矢量的范德蒙结构。波束空间变换类算 
法[1,3]的主要特点是要求阵元足够多且较密集，以避

免波束变换带来的误差。Belloni[4] 分析了阵元数目

有限时波束空间变换所造成的映射误差，指出这种

误差会随着相位模式激励模式阶数的增加而变大，

从而会影响在应用中选择较高阶的激励模式以获得

较好的性能。同时在高信噪比时映射误差成为影响
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估计精度的主要因素，并使 DOA 估计均方根误差

(RMSE)不再随信噪比上升而降低。Belloni 提出一

种误差补偿方法：以有偏的估计结果估计映射误差

进行校正，通过迭代逐渐逼近理想结果。 
Belloni [5,6]，Costa[7]利用流形分离技术[8]，将阵

元空间的根 MUSIC 等求根类方法应用于均匀圆阵

甚至任意阵列，避免了波束空间变换，其估计性能

接近 Cramer-Rao 门限。Rubsamen[9]分析了上述方

法的理论性能。Goossens[10]改进了以相位模式逼近

波束空间变换后阵列导向矢量的方法，实现了对稀

疏均匀圆阵的 DOA 估计。 
PM(Propagator Method)[11]是一种非特征分解

的子空间估计方法，因此其具有更小的计算量和更

低的计算复杂度。Lian[3]基于波束空间变换首次将

PM 引入均匀圆阵，在阵元数较多地情况下获得了

与 UCA-RB-MUSIC 方法几乎一致的性能。 
本文针对 UCA-PM-MUSIC 在阵元数有限(小

于 10)或阵列稀疏(阵元间隔大于 /2λ )情况下出现的

性能下降，提出一种基于流形分离技术的波束空间
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PM-Root- MUSIC 方法，实验仿真表明，在处理阵

元较少或稀疏的均匀圆阵时，该方法有效降低了波

束空间变换和ＰＭ方法带来的性能损失，获得了接

近 Cramer-Rao 门限的估计精度。 

2  信号模型 

在一些实际应用中，如海上舰船间的通信与导

航、移动通信中宏蜂窝环境下的 RF 定位等，目标

与天线阵高度基本相同且距离较远，可以近似认为

目标与天线处于同一平面。这种情况下，人们更关

心的是能否准确提取目标方位角信息。因此，不失

一般性，本文研究阵列与信源共面的一维方位角估

计。 
考虑均匀圆阵由N 个全向天线组成，均匀分布

在平面内半径为 r 的圆周上，坐标系定义为极坐标

系，以圆周中心为原点。假设目标与天线阵处于同

一平面，K 个波长为λ的远场窄带信号入射到天线

阵，方位角为 iφ ( =1,2, ,i K )。 
均匀圆阵接收信号 

0 1 1( ) [ ( ), ( ), , ( )]Nt t t t−=X X X X  

写成矩阵形式 
( ) ( ) ( )t t t= +X AS n                 (1) 

式中 

0 0 0 1 0 1

T
0 1 1

1 2

cos( ) cos( ) cos( ) T

( ) [ ( ), ( ), , ( )]

=[ ( ), ( ), , ( )]

( )=[ , , , ]i i i N

K

K

jk r jk r jk r
i

t t t t

e e eφ γ φ γ φ γ

φ φ φ

φ −

−

− − −

=S S S S

A a a a

a (2) 

其中 0 /(2 )k λ π= 为波数， 2 /n n Nγ π= 为阵元位置，

而 ( )tn 为 1N × 维，方差为σ 的零均值加性高斯白噪

声。 

3 流 形 分 离 技 术 (Manifold Separation 
Technique，MST) 
流形分离技术将阵列导向矢量 1( ) N×∈a θ  

( 1N× 为 1N × 维复数空间)分解为采样矩阵和一个

范德蒙结构向量的乘积，并使采样矩阵与来波方向

无关，范德蒙结构向量与阵列结构无关。因此，对

于任意的阵列结构，都可以将导向矢量分解，使其

与一个范德蒙结构向量相联系，从而使用根 MUSIC
算法进行 DOA 估计。 

采样矩阵可由有效孔径分布函数(EADF)计算

得到。定义测量点 1 2{ , , , }c c c c
Qφ φ φ=φ 为 （ ）Q Q N

个在方位角 ( , ]π π− 上均匀分布的测量点(Q 为奇

数 ) 。测量到的远场信号源激励下阵列响应
cal 1( ) ( )c c Nφ φ ×= ∈b a  ( cφ 为测量角)。通过构造测

量数据矩阵 cal cal cal
1[ ( ), , ( )]c c N Q

Qφ φ φ ×= ∈B b b ，定

义 EADF 矩阵 N Q
e

×∈G ，其行向量为 cal
φB 的对应

行向量的逆离散傅里叶变换(IDFT)，则： ( )φ =a  

[ ]
( 1)/2

( 1)/2

( )
Q

jm
e m

Q

e Qφ
−

− −
+∑ G ε ，其中m 称为 EADF 的阶 

数， [ ]e mG 为矩阵 eG 的 ( 1)/2m Q+ + 列。当Q 足够

大时， ( )Qε 可以忽略[6]。 
由于高阶 EADF 的模值很小[6]，可以定义 t ∈G  

N M× 为 EADF 矩阵 eG 的截短形式，即 
[ ] , ,[ ]

e et e M e M−
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦G G G              (3) 

且 
2 1eM M= +                       (4) 

N M Q< < 。 eM 为所选取的 EADF 高阶数的绝

对值。 
可得 

( ) ( ) ( , )t M Qφ φ= +a G d ε              (5) 

其中 ( , )M Qε 为映射误差，与测量点数和选取的模式

数目有关。 1( ) Mφ ×∈d 为范德蒙向量， 
T1 1

2 2( ) , ,1, ,
M Mj j

e e
φ φ

φ
− −−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
d       (6) 

实际应用中，可根据需要选择合适的模式数目

M 和测量点数Q ，以实现对阵列流形的分解，使映

射误差足够小。 

4  基于MST的波束空间 PM-Root- MUSIC 

考虑式(5)，可重写式(1)的信号模型为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )tt t t t t= + = +X AS n G DS n     (7) 

其中 tG 为N M× 的矩阵(参见式(3))， 1[ ( ),φ=D d  
, ( )]Kφd ， 1, , Kφ φ 为K 个独立信源的到达角。 
构造M N× 的波束变换矩阵 H

eF [2] 
H H

e v=F C V                     (8) 

其中 1 0 1diag{ , , , , , , }e eM Mj j j j j− − − −=vC ， =V  

0[ , , , , ]
e eM MN −w w w ， 2 /n n Nγ π= ,  H

m =w  
0 1(1/ )[1, , , ]Njm jmN e eγ γ − ，激励模式 [ , ]e em M M∈ − ， 

0[ ]eM k r= 为接近 0k r 的 小整数， 2 +1eM M= ，如

果阵元稀疏，上述方法计算的M 大于N ，则只能取

大的 eM ，使得 2 +1eM M N= ≤ 。 
令 H( ) ( )et t=Y F X ，考虑 p个快拍，则 

1 2[ ( ), ( ), , ( )]pt t t=Y Y Y Y         (9) 

应用 PM 方法，令 
1

2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Y
Y

Y
                     (10) 

其中Y 由式(9)定义， 1Y 为K p× 的矩阵，而 2Y 的维

数为( )M K p− × ，则线性算子 
+ H

1 2=P Y Y                    (11) 

其中 +
1Y 为 1Y 的 Moore-Penrose 逆。构造矩阵 
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( )M K−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

P
E

I
                  (12) 

其中 ( )M K−I 为单位矩阵，可以将E正交化以提高性

能。 
H 1 H

0 ( )−=E E E E E               (13) 

根据文献[11]可得 
H H H

0 0t =eD G F E                 (14) 

因此波束空间谱可表示为 

H H H H
0 0

1( )
( ) ( )t e e t

P φ
φ φ

=
d G F E E FG d

   (15) 

由于 ( )φd 的范德蒙结构，应用求根 MUSIC 即可实

现对方位角的估计。 

5  算法复杂度分析 

如文献[11]所述，对于 n p× 维阵列数据 (pY  
)n ，k 个目标，PM 方法计算量约为奇异值分解

(svd)的 /k n 。针对稀疏均匀圆阵，比较本文算法与

文献[5,10]中算法的复杂度。令 UCA 阵元数为n ，  

目标数为k ，快拍数 p，本文算法与文献[5]中 MST 
模式阶数都为M (见式(4))，文献[10]中选取的相位

模式阶数也为M ，本文算法与文献[10]中的波束空

间变换维数相同，且尽可能使波束空间维数与阵元

数一致。即，当阵元数为奇数时，波束空间变换维

数与阵元数一致，当阵元数为偶数时，波束空间变

换维数为 1n − 。波束空间变换可以在数据接收过程

中动态实现，因此不再计入算法复杂度。对于矩阵

svd 与求逆等运算的具体计算量，本文采用文献[12]
中的结论：对于n n× 的方阵，svd 计算量为 325n 次

浮点运算(flop)，求逆为 3(8/3)n flop。对于式(13)中
的 正 交 化 过 程 ， 由 于 H 1 H( ) (n k k

−
−= +E I P IΕ  

H 1)−+PP P，因此式(13)中原本( ) ( )n k n k− × − 维矩

阵求逆转化为k k× 维矩阵求逆，求逆环节算法复杂

度仅为 3( )O k 。相对于奇异值分解，自相关矩阵计算

等计算量很小，所以不再予以考虑。表 1 给出了阵

元数为奇数时文献[10]算法，文献[5]算法，本文算法

的算法复杂度比较。对于偶数阵元的情形，本文算 

表 1 算法复杂度比较 

 文献[10]算法 文献[5]算法 本文算法 

计算自相关矩阵 2n p  2n p  2 3 2(8/3) ( ) ( )k p k k n k p k n k+ + − + −  

计算噪声子空间 325n  325n   

计算多项式系数 2( ) ( )Mn n k M n k− + −  2( ) ( )Mn n k M n k− + −  2( ) ( )Mn n k M n k− + −  

总计 
2 3

2

25 ( )

( )

n p n Mn n k

M n k

+ + −

+ −
 

2 3

2

25 ( )

( )

n p n Mn n k

M n k

+ + −

+ −
 

2 2

2 3

( ) ( )

( ) ( ) (8/3)

k p p n k k k n k

Mn n k M n k k

+ − + −

+ − + − +
 

 
法与文献[10]算法中的n 用 1n − 代替。 

本文比较的 3 种算法都需要M 阶多项式求根，

而且当前有不少多项式求根算法计算量小、精度高，

对于 n 阶多项式，其算法复杂度都远远小于
3( )O n [13,14]，与自相关矩阵计算、svd 等相比计算量

很小，因此不再计入算法复杂度。 

6  算法仿真 

仿真 1  考虑 8 个全向阵元组成的均匀圆阵，

半径为 /2.6λ ，仿真的快拍数为 256，独立实验 200
次，噪声为加性高斯白噪声。图 1 显示两个窄带独

立信号源 1 10φ = ， 2 80φ = 入射目标阵列时分别采

用 UCA- RB-MUSIC[2]、UCA-PM-MUSIC[3]、阵元

空间 Root-MUSIC[5]以及本文所提出的方法进行

DOA 估计时，不同信噪比下的均方根误差。波束空

间变换矩阵维数与阵元数相等 7M = ，MST 的测量

点数Q 为 361，模式数目选择为 14eM = 。 

 
图 1  8 个全向阵元，半径 / 2.6λ 均匀圆阵， 

DOA 估计随信噪比变化的均方根误差 

从图 1 可以看出，在阵元数目有限的情况下，

随着信噪比降低 UCA-PM-MUSIC[3]会出现比 UCA 
-RB-MUSIC [2]更严重的性能下降。而本文提出的基

于MST的波束空间PM-Root-MUSIC与UCA-PM- 
MUSIC，UCA-RB-MUSIC 等波束空间变换类算法

相比，性能有了明显的提高，在信噪比大于 0 dB 时

具有接近 Cramer-Rao 门限的估计精度。与基于特
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征值分解的阵元空间 Root-MUSIC[5]相比，在信噪比

大于 0 dB 时性能几乎一致。 
仿真 2  考虑 11 个全向阵元的均匀圆阵，半径

为1.3 λ ，快拍数为 256，独立实验 200 次，噪声为

加性高斯白噪声，，考虑两个独立信号源，方位角分

别为目标 1：10 ，目标 2：10 δ+ ，两目标角度间

隔 δ 以1 为步长从1 到100 间变化。，信噪比10 dB。

在上述条件下，由于阵元稀疏，传统的波束空间变

换类方法已失效。仿真就文献[10]中的稀疏均匀圆阵 
Root-MUSIC 方法和本文的方法做了比较。其中，

波束空间变换矩阵维数 11M = ，MST 的模式数目

选择为 20eM = ，MST 的测量点数同仿真 1。仿真

结果如图2所示。从图中可以看出，本文提出的DOA
估计方法在阵元稀疏的 UCA 情况下依然具有良好

的估计性能，与稀疏均匀圆阵 Root-MUSIC 方法[10]

相比避免了特征分解，而精度基本相同，估计性能

接近 Cramer-Rao 下限。 

 

图 2  11 个全向阵元，半径为 1.3λ 均匀圆阵， 

DOA 估计随方位角间隔变化的均方根误差 

对于仿真 1 的实验环境，结合表 1 中的结论，

本文算法计算量约为 10933flop，文献[5]算法计算量

约为 35622flop，减少约 64.28% ，对于仿真 2 的环

境，本文算法计算量约为 29141flop，文献[10]算法

计算量约为 83439flop，减少约 65.05% ，由此可见，

较少的阵元数虽然使文献[11]中的结论不再准确，但

本文方法计算量的减少仍然是明显的。 

7  结论 

本文提出了基于 MST 的波束空间 PM-Root- 
MUSIC 算法，在降低计算量的同时，获得了接近

Cramer-Rao 下限的估计性能。利用 MST，能够以

极小的误差将 UCA 的导向矢量映射到类似线阵的

虚拟阵列上，避免了相位模式激励残余项对 DOA
估计精度的影响。而将 PM 方法应用于均匀圆阵，

又可以避免特征值分解，减小算法的复杂度。对于

阵元数目较少或阵元稀疏的均匀圆阵，该方法与传

统的波束空间变换类算法相比性能明显提高，与基

于特征分解的类似算法具有基本相同的性能。 
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