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基于互信息梯度优化计算的信息判别特征提取 
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摘  要：该文将互信息梯度优化引入特征提取矩阵求解，提出一种信息判别分析的特征提取方法。首先，分析了现

有线性判别方法的特点和局限，建立了类条件分布参数模型下互信息最大化的信息判别模型。其次，证明了互信息

判别的线性变换不变性和贝叶斯一致优化，构造了一个互信息梯度优化计算的特征提取算法。最后通过实际数据上

试验验证了该方法的有效性。 
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Information Discriminant Feature Extraction Based on  
Mutual Information Gradient Optimal Computation 
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Abstract: A linear feature extraction method is present with information discriminant analysis, it is based on a 
feasible computationally feature extraction matrix used mutual information gradient. Firstly, this paper analyzes 
the limitation for current linear discriminant, and constructs a information discriminant analysis model which 
facilitates the maximization of the mutual information under the parametric class-conditional PDF. Then, it is 
proved that the mutual information is linear transformation invariance and optimal in the sense of Bayes, and the 
algorithm is present for computing feature extraction matrix with mutual information gradient. Finally, the good 
performance of the method is proved on real-world data set. 
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1  引言  

特征提取是模式识别中十分重要的研究内容，

它不但能降低数据维数，提高识别速度，更重要的

是当训练样本有限、数据维数高时能够克服维数灾

难，提高识别精度。在保证分类精度的情况下，寻

找最小数目的特征集来表达数据已经成为统计模式

识别领域中的一个重要课题[1]。在特征提取领域中，

线性判别分析有着重大影响，最典型的线性判别算

法由 Fisher 提出，Rao 在此基础上有两类判据扩展

到多类判据，之后人们对此方法进行了大量的研究，

提出了多个扩展方案。在一定条件下，Fisher 线性

判据是一种计算代价小的最优判据。近年来，随着

计算机处理技术的发展，Fisher 线性判据广泛应用

于高维数据的特征提取和分类判别。Marco[2]等人在
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Fisher 线性判别特征提取的基础上提出权重可变的

类可分性判据，其后和 Robert[3]合作，针对异方差

问题提出一种基于 Chernoff 距离的类可分性判据。 
作为高维数据分离度度量的有效工具，互信息

建立了特征提取向量和数据分类信息的内在关系，

产生了特征提取的信息判据分析方法[4]。文献[5]在
分析特征向量和分类判别关系的基础上，在判据目

标函数中引入互信息的罚函数机制。文献[6]通过启

发式迭代优化进行混合模型的极大似然拟合，一定

程度上克服了罚函数的过度拟合。随着信息判别特

征提取的广泛研究，互信息作为描述高维数据特征

提取下的分类判据成功应用于脑信号分析[7]、文本分

类[8]及音频信号识别[9]等统计模式识别问题。 
本文从高维数据特性出发，提出一个基于互信

息的分类判别算法框架。该框架同时考虑了高斯分

布下数据均值和方差的类可分性，并证明了 Fisher
线性判据和文献[3]的算法都是该算法的特例。文章
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通过引入互信息梯度给出了一个基于共轭梯度优化

求解特征提取矩阵的算法，克服了罚函数和极大似

然拟合复杂计算。 

2  信息判别分析 

由于 Fisher 线性判别分析计算上的简单性，广

泛应用于判别特征提取。文献[10]在介绍各种变形的

基础上给出了统一的定义： 
( ) T T

B WJ =T T T T TΣ Σ          (1) 

其 中 ( )( )T
1

c
B i i ii

p
=

= − −∑ m m m mΣ ， W =Σ  

1

c
i ii

p Σ
=∑ 分别为类间散度矩阵和类内散度矩阵， 

R TR， : n mIR IR→T 为满秩特征提取矩阵。但

异方差时该判别存在较大误差，因此文献[3]提出了

一种基于 Chernoff 距离的异方差判别特征提取算

法，但该算法没有考虑均值对类可分性的影响，很

难区分重叠数据。 
互信息是信息论中的一个基本概念，假设随机

向量 nIR∈R ，分类参数向量空间Ω , 则它们之间的

互信息记为 ( );μ R Ω , 定义互信息如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

; =
c

i i
i

H H H H pμ ω
=

− −∑R R R R RΩ Ω

    (2) 

其 中 ( ) ( )( )lg ( ) dR RR
H f f−∫R r r r ， ( )Rf r  

( )1

c
i iRi

f pΩ ω
=∑ r ， ( )iRf Ω ωr 为随机向量的条件分 

布，ωi，pi 为类 i 的分布参数和先验概率。互信息

度量依赖于概率分布，是一种描述分类参数与数据

概率关系的有力工具[4]。因此自然定义了一个分类判

据：高的互信息量能产生高精度的分类。潜在变量

结构理论证明高维数据降维后具有高斯分布特 
性[11]，依据这一假设，式(3)可以改写为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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引理 1[12](高斯分布熵)  具有均值μ 和方差Σ
多元高斯分布数据集 1 2{ , , , }n=X X X X ，则 

( ) ( ) ( )( )1 2
1, , , lg 2
2

n
nH H eπ Σ= ==X X X X  (4) 

由引理 1 有 ( ) ( )( )1 lg 2
2

n
gH eπ Σ=R ， ( )iH ω =R  

( )( )1 lg 2
2

n
ieπ Σ ，由高斯混合模型定义的性质有数据

总体方差： ( ) T
1

( )c
i i i ii

m pΣ Σ
=

⎤⎡= + − − ⎥⎣ ⎦∑ m m m 。 

通过观察可以发现系数 ( )2 neπ 只与分类数相关，在

监督聚类中为常数，于是简化得到本文互信息判据

计算公式： 

( ) ( ) ( )
1

1
; lg lg

2

c

i i
i

pμ Σ Σ
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑R Ω      (5) 

类别差异度是类可分性最有效的度量[13]，在概

率条件分布下，均值和方差是表征类别差异的两个

统计量，下面从同方差和均值近似分别考察均值和

方差对类可分性的影响。在同方差条件下有 1Σ =  

2 cΣ Σ= = ，则互信息计算公式可以简化为 

( ) 1, lg
2

B W

W

μ
+

=R
Σ Σ

Ω
Σ

         (6) 

其 中 ( )( )T
1

C
B i i ii

p
=

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ m m m mΣ ， WΣ  

1

C
i ii
pΣ

=∑ 分别为类间散度和类内散度，这是一个 

Fisher 线性判别函数,所以在同方差下该互信息判据

等同于 Fisher 线性判据。 
在考虑均值相似情况下，两类互信息计算公式

可以改写为 
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其中
2
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=
=∑m m ，

2

1W i ii
pΣ

=
=∑Σ 。式(7)进 

一步修改为 
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由二阶泰勒级数 0≈x ， T Tlg(1 )α α+ ≈x Qx x Qx。
于是式(8)最终修改为 
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这就是文献[3]所提出的 Chernoff 距离类可分性判

据。由式(6)和式(9)可知，Fisher 线性判别和基于

Chernoff 距离的异方差判别都是本文式(5)的特例，

这说明互信息具有良好的统计特性，是一种通用的

类可分性判据。 

3  基于互信息的判别特征提取 

互信息的引入建立了高维数据和分类信息间内

在的关系，大大提高了数据分类的精确度。但在特

征提取时极大似然和罚函数的方法一方面需要计算

量很大的迭代运算，另一方面他们的引入往往容易

陷入局部收敛。因此有必要利用信息论原理，进一

步研究线性变换，得到计算简单和物理意义更加明

确的特征提取信息判据。 
3.1 互信息的线性变换定理 

引理 2[12](线性变换熵)  存在系数 a 有 
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( ) ( ) ( )lgH a H a= +X X         (10) 

推论 1(矩阵变换熵 )  由引理 2 容易得到

( )H AX ( ) ( )lgH= +X A 。 
定理 1(空间不变性)  在可逆线性变换下，信息

判别函数值具有不变性。即 
( ) ( ); ;μ μ=R RΩ Ω            (11) 

其中R TR， : n nIR IR→T 是一个非奇异变换矩

阵。 
证明  由推论 1 可得到，对于任意非奇异矩阵

T，有 ( ) ( ) ( )lgH H= +TR TR T ，根据定义有： 
( ) ( ) ( ) ( )( ; ) lg lggH Hμ ⎡ ⎤= + − + =⎣ ⎦R R T R TΩ Ω

( );μ R Ω 。                               证毕 
定理 2(正交不变性)  对于任意满秩变换矩阵 

( ):  n mIR IR m n→ <T ，存在一个正交变换矩阵
m nIR ×∈E ，使得R TR，R ER有 

( ) ( ); ;μ μ=R RΩ Ω           (12) 

证明  根据奇异值分解理论，存在正交矩阵
m mIR ×∈U 和 n nIR ×∈V 使得 T 0m d×⎡ ⎤= ⎣ ⎦U TV Λ ，其

中 m mIR ×∈Λ 是由变换矩阵 T 的特征值构造的对角

矩阵，d n m− ， ( )rank m=T 。令 1 T−R U RΛ  
1 T−U TRΛ ，由定理 1 有 ( ) ( ); ;μ μ=R RΩ Ω 。又

令 1 T m nIR− ×∈E U TΛ ， 则 1 T−= =EV U TVΛ  
0m m d×⎡ ⎤⎣ ⎦I ， 有 ( )T T T T= = =EV EV EVV E EE  

mI ，E是一个正交矩阵。                  证毕 
定理3(互信息的单调性)  在线性变换下信息判

据函数值具有非增性，即 

( ) ( ); ;μ μ≤R RΩ Ω            (13) 

其中R TR， : ,  ( < )n mIR IR m n→T 是一个满秩

矩阵。 
证明  假设 ( )n m nIR⊥ − ×∈T 为矩阵 T 的行生成

零矩阵，定义变换矩阵T和随机向量R： 

,   n nIR ×
⊥ ⊥

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ∈ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

T TR R
T R TR

T T R N
 

显然T 是满秩矩阵，有 ( )( ; ) ;μ μ=R RΩ Ω ，且：

( ; ) ( , ; ) ( , ) ( , )gH Hμ μ= = −R R N R N R NΩ Ω Ω 根

据熵的链式法则和高斯条件熵有 ( | ) (gH H≥NR N  
| ) ( | , )H≥R NRΩ ， 则 ( ; ) ( ) ( | )g gH Hμ = +R R NRΩ  

[ ( | ) ( | , )]= ( ; )+ ( | ) (gH H H Hμ− + −R NR R NR NΩ Ω Ω
| , ) ( ; )μ≥R RΩ Ω 有 ( )( ; ) ; ( ; )μ μ μ= ≥R R RΩ Ω Ω 。 

证毕 
以上定理解释了数据线性变换中互信息不变

性，为基于互信息判据函数在数据特征提取中的应

用提供了严格的数学准则，能体现数据处理上更好

的物理意义。 

3.2 贝叶斯一致优化 
贝叶斯分类器作为判别特征提取性能评估工

具，已成为事实上的标准。本节首先介绍贝叶斯分

类误差的计算： 

( ) ( )
1

1 d
i

c

R i iRRi

P f pΩε ω
=

= −∑∫ r r     (14) 

其中 ( | )iRf Ω ωr 为类条件分布， nIR∈R 和 1{ ,ω=Ω  
2, , }cω ω 分别为数据分布接受域和分布参数向量，

pi分类先验概率。因此有分类判据： 
( )01

arg  max  ii c
i P ω∗

≤ ≤
= r         (15) 

其中 r0 为无标记的观测数据， 0( | )iP ω r 为分类后验

概率。于是定义 min  ( )R RPε ε 贝叶斯误差，且有

可逆线性变换不变性。 
为分析互信息线性变换的贝叶斯优化，依据数

据高斯分布，将数据分解成独立高斯信号空间和噪

声空间，即 mIR∈S Ω 和 dIR∈N Ω 且 , ( ,N Sf Ω n s  
( ))i N Sfω = n s ， { }= 1,2, ,i c∀ ， mIR∀ ∈s ，∀ ∈n  

dIR 。则有 

{ },   = 1,2, ,
i

i
i

i c
ω

ω
ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ∀⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

S
R M

N
    (16) 

其中 n nIR ×∈M 非奇异矩阵。令 R TR ， ∈T  
m nIR × 是使 ( ; )μ R Ω 值最大的满秩矩阵，由定理 1 有

( )( ; ) ;μ μ=R RΩ Ω ， R Rε ε= 。令 ( )n m nIR⊥ − ×∈T 为

矩阵 T的零行生成矩阵，则有 

1 ,  n nIR− ×
⊥ ⊥

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ∈ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

T TR S
T M R TR

NT T R
 

由定理 1 可知 ( )( ; ) ;μ μ=R RΩ Ω ，且 RRε ε= 。依据

链式熵法则有 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
; , ;

          ; ,gH H

μ μ

μ

=

= + −

R S N

S N S N S

Ω Ω

Ω Ω
 

又由 ( )N Sf n s ( ), , iN Sf Ω ω= n s 和条件熵原理，有N
独立于Ω，即给定 S，有 ( ) ( ),H H=N S N SΩ ，

得 ( ) ( ); ;μ μ=R SΩ Ω ，则 ( )( ; ) ;μ μ=R SΩ Ω 。依据

贝叶斯原理和 ( ) ( ), , iN S N Sf f Ω ω=n s n s 有 

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
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( ) { }
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,
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,

          , = 1,2, , ,  

i i i iR N S S
i

R R

i i i iN S S S

N S S
n

i

f f f p
P

f f

f f p f p

f f

P i c IR

Ω Ω Ω

Ω Ω

ω ω ω
ω

ω ω

ω

= =

= =

= ∀ ∀ ∈
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r

r r
n s s s

n s s
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即 R Sε ε= ，则 SRε ε= 。则通过 T信号提取的信号

空间有 ( )( ; ) ;μ μ=R SΩ Ω ，且有贝叶斯一致优化判

别率 SRε ε= 。 
3.3 互信息的特征提取判别 
由上所述，给定数据 nIR∈R 和维数为 m 的特征向
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量空间，能够找到一个满秩的变换矩阵 m nIR ×∈T ，

使得互信息 ( ; )μ R Ω 最大，并保证贝叶斯一致优化，

即 

( ){ }arg  max ; :  
m nIR

μ
×

∗

∈
= =

T
T R R TRΩ   (17) 

其中是 T一个满秩矩阵。由式(5)得基于互信息的特

征提取判别函数 

( ) ( ) ( )T T

1

1
; lg lg

2

c

i i
i

pμ Σ Σ
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑R T T T TΩ  (18) 

由互信息的线性变换定理和贝叶斯一致优化分析，

本文特征提取将原始数据R分解成相互独立的高斯

数据空间N和噪声空间 S，通过选择合适的特征提

取矩阵 T能够保证数据空间的互信息不变，并且具

有贝叶斯一致优化。 
由矩阵链式微分计算 [10]，存在对称正定矩阵

n nIR ×∈Σ 和满秩矩阵 m nIR ×∈T 有 

( ) ( )
T

1T
lg

2
−∂

=
∂

T T
T T T

T

Σ
Σ Σ       (19) 

于是定义特征提取的互信息梯度 ( ) /g μ= ∂ ∂T T  
m nIR ×∈ ： 

( )
( ) ( )

( )

1T

1T

1

;

        
c

i i i
i

g

p

μ −

−

=

∂
= =

∂

⋅ −∑

R
T T T

T

T T T T

Ω
Σ

Σ Σ Σ       (20) 

依据式(18)和式(20)计算互信息 ( ; )μ R Ω 及互信

息梯度 ( )g T ，利用文献[14]针对向量空间提出一种

快速共轭梯度法求解最佳特征提取矩阵。 

4  实验及结果分析 

本文采用 UCI 通用的高维分类判别数据集

Landsat Satellite 作为实验数据[15]，该数据集共有

6345 个 36 维数据，分为 6 类，其中 4435 作为固定

的训练数据，其他为测试数据。为验证算法，在

MATAB7.0下运用平方(Quadratic)分类器(classify)
训练和测试算法，通过选用不同的特征向量规模(m)
与文献[3]及典型 Fisher 线性判别的算法作比较，其

结果如表 1 所示。 

表 1 分类准确率：算法+分类器联合测试 Landsat Satellite 数据集 

特征向量规模(m) 
算法 

3 5 9 10 11 12 18 32 34 36 

Fisher 86.75 87.30 87.70 87.80 87.65 +87.70 87.20 87.05 86.95 86.85 

文献[3] 87.15 87.45 +87.85 87.40 87.35 87.70 87.30 87.20 86.95 86.85 

本文 87.25 87.55 87.90 88.10 *+88.50 88.00 87.25 87.15 86.90 86.85 

 
从表 1 实验结果可以看出：文献[3]和本文算法

在分类准确度上优于 Fisher 算法，这表明考虑到了

异方差对分类的影响，能提高分类精度；本文算法

在低维情况下能够得到较高的分类精度，并且在

m=11 时获得最高分类准确率，表明互信息判据能

够考虑到均值对类可分性的影响能更精确描述高维

数据的分类信息，在降维下符合高斯分布；在选取

合适的降维特征提取，文献[3]的算法(m=9)和本文

算法(m=11)都能得到最佳的分类精度。从图 1 试验

结果可以看出，在小特征规模下本文算法时间代价

小于文献[3]的算法，说明作为特征提取判据本文的

互信息梯度优化在时间上有一定优势。 

 

图 1 计算特征提取矩阵时间代价 

5  结论 

本文在研究 Fisher 线性分类判别和基于互信息

的信息判别的基础上提出了一种基于互信息梯度的

特征提取矩阵求解算法，克服了混合模型的极大似

然拟合和罚函数复杂迭代计算。本文提取的互信息

判别同时考虑到方差和均值对类可分析的影响，并

证明 Fisher 线性判别和文献[3]异方差判别是本文提

出的互信息判别函数的特例。最后通过实验验证了

算法，下一步将研究特征空间大小(m)对分类性能的

影响，以期获取最佳的分类性能。 
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