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CR 系统中基于微分博弈的功率控制算法 
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摘  要：该文针对认知无线电系统动态性的特点，将微分博弈理论应用在认知无线电系统的功率控制中，建立了功

率控制的非合作微分博弈模型，提出了一种基于微分博弈的分布式非合作功率控制算法。该算法在满足认知用户平

均功率门限和 QoS 需求的基础上，实现了分布式动态功率控制，获得了反馈纳什均衡解析解。仿真结果表明，该

算法可有效控制各认知用户的发射功率，增加系统吞吐量，提高系统性能。 
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Power Control Algorithm Based on Differential Game for CR System 

Zhang Long    Zhou Xian-wei    Wang Jian-ping    Huang Wei    Ma Zhong-gui 
(School of Information Engineering, University of Science and Technology Beijing, Beijing 100083, China) 

Abstract: Considering the dynamic nature in Cognitive Radio (CR) system, differential game theory is adopted in 
power control for CR system and a novel model of noncooperative differential game for power control is presented. 
Then a distributed noncooperative power control algorithm based on differential game is proposed in this paper. 
The proposed algorithm achieves the distributed dynamic power control under the condition that the requirements, 
including the average power threshold and QoS of secondary users, are guaranteed. Furthermore, an analytical 
solution to feedback Nash equilibrium is obtained. Simulation results show that the proposed algorithm can 
regulate the transmitted power of secondary users effectively to enhance the total throughput, and the performance 
of CR system is thereby improved. 
Key words: Cognitive radio; Power control; Game theory; Differential game; Feedback Nash equilibrium 

1  引言  

随着无线通信技术飞速发展，稀缺的频谱资源

已无法满足不断增长的需求。而研究表明部分授权

频谱资源却未得到充分利用，产生时间和空间上的

频谱空穴(spectrum hole)。认知无线电(Cognitive 
Radio，CR)[1,2]是一种智能无线通信系统，通过感知

外部环境，自适应调整系统参数以适应外部环境变

化，并以机会方式动态接入空闲频谱，提高频谱利

用率。 
功率控制是无线资源管理的重要内容，因为它

能有效降低系统各用户终端的发射功率、抑制干扰、

增加系统吞吐量、改善系统服务质量(QoS)以及延长

电池使用寿命。另外，低的发射功率可减少终端辐

射，有利于人体健康。博弈论是研究理性决策主体

间发生冲突时的决策及均衡问题，着重于问题的分

布式求解。近年来博弈论广泛应用于研究分布式无
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线资源管理 [3 6]− 。文献[3]分析和建立了 CR 博弈框

架，包括功率控制、动态频率选择和干扰避免。文

献[4]讨论了多种环境下基于博弈论的无线资源管

理，提出了一种 QoS 保证自适应带宽分配与呼叫接

入控制非合作博弈模型。文献[5]设计了基于信干比

(SIR)的 CR 系统自适应功率控制非合作博弈算法，

依用户 SIR 需求，通过功率控制实现用户公平共享

频谱资源。文献[6]利用动态博弈理论研究了 CR 系

统动态频率选择和功率分配，通过合作机制提高算

法性能。 
上述研究主要采用静态博弈研究 CR 系统或其

他系统的无线资源管理，文献[3,6]虽采用重复博弈，

但重复博弈仅是时间间断、离散的动态博弈，上述

研究都不能很好描述实际 CR 系统时间连续的动态

特性。时间为博弈添上了动态，时间不间断性使动

态博弈演进为微分博弈。针对 CR 系统体现的动态

性，考虑到微分博弈更贴近于实际 CR 系统时间连

续性、更利于研究 CR 系统动态功率控制，本文将

微分博弈理论[7]应用于 CR 系统功率控制，建立了

CR 系统功率控制的非合作微分博弈模型，提出了

一种基于微分博弈的分布式非合作功率控制



142                                         电 子 与 信 息 学 报                                     第 32 卷 

(Distributed Noncooperative Power Control based 
on Differential Game，DNPCDG)算法，获得了反

馈纳什均衡解析解。仿真结果表明该算法可有效控

制各认知用户(secondary user)发射功率，增加系统

吞吐量，提高系统性能。 

2  系统模型 

图 1 给出一单小区移动通信系统。假设主用户

(primary user)采用 FDMA 或 TDMA 多址方式，对

于授权频谱资源，主用户不可能连续利用，故易产

生可被认知用户重新利用的频谱空穴。假设位于该

小区的n 个认知用户组成以基站为中心的CR系统，

认知用户集合为 { }1,2, ,N n= 。在时间 0[ , ]t T 内，

认知用户采用 CDMA 多址方式共享一段频谱空穴，

静止或低速移动。在时刻 0[ , ]s t T∈ ，认知用户

i ( i N∈ )的 SIR 为 

( )
( )

( ) 2

\

i i
i

j j
j N i

h p sW
s

R h p s v
γ

∈

=
+∑

        (1) 

 

图 1 系统场景 

其中 ( )ip s 为 s 时刻认知用户 i 的发射功率， 0 ≤  
( )i ip s p≤ ，认知用户 i 的最大发射功率 ip 是认知用

户 i 与 CR 系统基站距离 id 的单调递增函数，假设
5

i ip dμ= ，μ为功率调整因子， radius0 id d< ≤ ( radiusd
为 CR 系统小区半径， id 由认知用户 i 感知外部环境

获得)； ih 为认知用户 i 与 CR 系统基站间的信道增

益， /i ih A d θ= (A为常量，θ 取值范围为 [ ]3,6 )； 2v
为 CR 系统基站背景噪声功率且为常量；W 为扩频

带宽， R 为信息传输速率，则扩频处理增益为

/G W R= 。认知用户 i 保证 QoS 的目标 SIR 为 tar
iγ ，

则要求 tar( )i isγ γ≥ 。假设在 AWGN 信道或瑞利衰落

信道下，由文献[8]可知，s 时刻认知用户 i 的吞吐量

为 2( ) log (1 ( ))i it s k sγ= + ⋅ ，其中 k 为常量。为保证

认知用户产生的干扰不对主用户造成影响，认知用

户 i 在 s 时刻发射功率应满足平均功率门限 thp 要 
求： ( ) thi

i N

p s p
∈

≤∑ 。 

考虑认知用户 i 的 ip 不同，引入 2 个代价函数

( )( )i iC p s 和 ( )( )iD x s 。 ( )( )i iC p s 为 s 时刻认知用户 i
的功率削减代价函数，表示为 ( )( ) ( /2)i iC p s λ=  
( )2( )i ip s p⋅ − ，λ为功率削减因子且 0λ > 。认知用

户 i 对主用户及其他认知用户造成的干扰影响表示

为功率辐射危害代价函数 ( )( )iD x s ，记为 ( )( )iD x s  
( )x sπ= ，其中 π 为功率辐射危害代价因子且

0π > ， ( )x s 为s 时刻累积功率辐射量。 

3  基于微分博弈的分布式非合作功率控制

算法 

3.1 微分博弈模型 
一般静态博弈表示为三元组 { ,{ } ,i i NN SΓ ∈=  

{ } }i i NU ∈ ，其中N 为局中人(player)集合， iS 为局中

人 i 的策略集合， iU 为局中人 i 的支付(payoff)函数

集合，假设局中人完全理性，博弈结构及完全理性

是共同知识。微分博弈不同于静态博弈，微分博弈

是连续时间动态博弈，其局中人状态由一个确定微

分方程的发展而变化。在n 个局中人的微分博弈中，

局中人 i ( i N∈ )的支付函数为[7] 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
0

1 0max , , , , exp d
i

T i
ntu

g s x s u s u s r s t s⎡ ⎤− −⎣ ⎦∫  

(2) 

其中 ( )x s X R∈ ⊂ 为博弈状态变量 ( X 为状态空

间)， ( ) i
iu s U∈ 为局中人 i 的控制( iU 为控制空间)，

[ ]0,s t T∈ 为博弈时间点， 0t 和T 分别为博弈开始时

刻和结束时刻， [ , , , , ]i
i ng s x u u 为局中人 i 的瞬时支

付， 0exp[ ( )]r s t− − 为贴现因子( r 为贴现率)。在静

态博弈中， iu 为局中人 i 的策略， x 不存在。式(2)
状态变量满足微分方程[7] 

( ) 0 0[ , ( ), ( ), , ( )],   ( )i nx s f s x s u s u s x t x= =    (3) 

其中 0x 为初始状态，函数 ig 和 f 均可微。对于无限

水平(infinite-horizon)微分博弈，T 为∞ ，其支付

函数为 

0
1 0max [ ( ), ( ), , ( )]exp[ ( )]d

i

i
ntu

g x s u s u s r s t s
∞

− −∫ (4) 

状态变量满足式(3)。 
3.2 功率控制微分博弈模型 

将功率辐射危害代价函数 ( ( ))iD x s 中 ( )x s 理解

为微分博弈的状态变量。认知用户 i 的瞬时支付为

[ ( ( )) ( ( ))]i
i i ig C p s D x s= + ，其中 ( )ip s 为认知用户 i

的控制。认知用户 i 的支付函数为 

( ) ( )( ) ( )( )
0

min exp  d
i

T

i i itp
rs C p s D x s s⎡ ⎤− +⎣ ⎦∫   (5) 

其中r 为贴现率。将 2 个代价函数代入式(5)，得 

( ) ( )
0

2min exp  d
2i

T

i itp
rs p p x sλ π⎡ ⎤− − +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦∫       (6) 
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状态变量满足微分方程 
( )0 0( ) ( ) ( ),   i

i N

x s p s x s x t xδ
∈

= − =∑      (7) 

其中 δ 为功率辐射吸收因子且 0δ > 。 
3.3 反馈纳什均衡 

考 虑 动 态 优 化 问 题 dΓ ， 目 标 函 数 为 

( ) ( )[ ] ( )( ){ }
0

max , , d
T

tu
g s x s u s s q x T+∫ ，满足微分方 

程 [ ]( ) , ( ), ( )x s f s x s u s= ， 0 0( )x t x= ，假设函数 g ，f
和q 可微，可由 Bellman 动态规划求 dΓ 的最优控制

( )u t∗ 。 
定理 1  最优控制 ( ) ( ),u t t xφ∗ ∗= 构成 dΓ 的最

优解，当且仅当存在连续可微函数 ( ),V t x ， t ∈  
0[ , ]t T ，满足以下 Bellman 方程[7] 
( ) [ ] ( ) [ ]

( )
( )

( )

( )

, ,
max , , , ,

,
    , , , + , , ,

, ( )

u

V t x V t x
g s x u f t x u

t x
V t x

g t x t x f t x t x
x

V T x q x

φ φ∗ ∗

⎫⎧ ⎫ ⎪∂ ∂⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪− = +⎨ ⎬ ⎪⎪⎪ ⎪∂ ∂ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪⎪⎪⎧ ⎫∂⎪ ⎪⎬⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎪⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪∂ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎪⎪⎪⎪= ⎪⎭
(8) 

考 虑 无 限 水 平 情 况 dΓ
∞ ， 目 标 函 数 为 

[ ] ( )[ ]{ }max ( ), ( ) exp d
tu

g x s u s r s t s
∞

− −∫ ，满足微分 

方程 ( ) [ ( ), ( )]x s f x s u s= ， ( )x t x= ，假设函数g 和 f
可微，可由推论 1 求 dΓ

∞ 的最优控制 ( )u t∗ 。 
推论 1  最优控制 ( ) ( )u t xφ∗ ∗= 构成 dΓ

∞ 的最优

解，当且仅当存在连续可微函数 ( )W x ，满足以下微

分方程[7] 

( ) [ ]
( )

[ ]{ }
( )[ ] ( )

( )[ ]{ }
dmax , ,

d
d

   , ,
d

u

W xrW x g x u f x u
x

W x
g x x f x x

x
φ φ∗ ∗

= +

= +    (9) 

由定理 1 和推论 1 可得式(3)，式(4)组成的无限

水平微分博弈反馈纳什均衡解。 
推论 2  控制n 元组{ ( ) ( ) , }i

i iu s x U i Nφ∗ ∗= ∈ ∈
为式(3)、式(4)组成的无限水平微分博弈反馈纳什均

衡解，当且仅当存在连续可微函数 ( )iW x ，满足以

下微分方程[7] 
{

}
[ ]{

1 2 1

1 1

2 1 1

1

( ) max [ , ( ), ( ), , ( ),

d ( )
             , ( ), , ( )] [ , ( ),

d
           ( ), , ( ), , ( ), , ( )]

         , ( ), , ( )

d ( )
             ,

d

i

i i
iu

i

i i n

i i i n

i
n

i

rW x g x x x x

W x
u x x f x x

x
x x u x x

g x x x

W x
f x

x

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ

∗ ∗ ∗
−

∗ ∗ ∗
+

∗ ∗ ∗ ∗
− +

∗ ∗

=

+

=

+ [ ]1 ( ), , ( )nx xφ φ∗ ∗ ⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
(10) 

对于非合作功率控制微分博弈模型，为便于求

解，放宽式(6)，式(7)的博弈时间间隔，讨论无限水

平微分博弈，令 0 0t = 。假设 1 2{ , , , }np p p∗ ∗ ∗ 为反馈

纳什均衡解析解，存在连续可微函数 ( )iV x ，i N∈ ，

由推论 2 可得微分方程 

( )

δ

2

\

( ) min
2

d ( )           
d

i

i
i ip

i

j i
j N i

rV x p p x

V x p p x
x

λ π

∗

∈

⎧⎪⎪= − +⎨⎪⎪⎩
⎫⎛ ⎞⎪⎟⎪⎜ ⎪⎟⎜+ + − ⎬⎟⎜ ⎟⎪⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎭

∑    (11) 

对式(11)做最小化处理，得 
d ( )1

d

i

i i
V x

p p
xλ

∗ = −                    (12) 

将 ip∗ 代入式(11)，得 
( )

( ) ( )

λ

2
1 d

( )
2 d

d 1           
d

i
i

i i

i
i N

V x
rV x x

x

V x dV xp x
x dx

π
λ

δ
∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥⎟+ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (13) 

求式(13)的微分方程，得 

( ) ( ) ( )δ λ δ δ
( )

2
i

i
i N

n
V x p rx

r r r r
π π π

λ∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + − +⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

∑          

(14) 

将式(14)代入式(12)，得 

( )i ip p
r
π

λ δ
∗ = −

+
           (15) 

则非合作功率控制微分博弈反馈纳什均衡解为 

( ) ( ) ( )1 2, , , np p p
r r r
π π π

λ δ λ δ λ δ
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪− − −⎨ ⎬⎪ ⎪+ + +⎪ ⎪⎩ ⎭

(16) 

认知用户 i 的 SIR 为 

2

\

i i
i

j j
j N i

Gh p
h p v

γ
∗

∗

∈

=
+∑

          (17) 

根据式(17)，系统总吞吐量为 2log (1
i N

T
∈

= +∑  

( )2) log 1i i
i N

k kγ γ
∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⋅ = + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∏ 。 

3.4 算法实现步骤 
(1)认知用户 i 由频谱感知获得频谱空穴，建立

CR 系统； 
(2)在 0 0t = 时刻，初始化 CR 系统参数、平均

功率门限 thp 、认知用户 i 的发射功率 initial
0( )i ip t p=  

initial
0 th0 ( ) ,  i i i

i N

p t p p p
∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≤ ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ 、代价函数参数 λ  

与π 、贴现率r 和功率辐射吸收因子 δ ； 
(3)认知用户 i 感知外部环境，实时获得与 CR

系统基站距离信息，更新 ip ； 
(4)认知用户 i 根据式(15)调整发射功率 ( )ip s ， 
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若发射功率不满足 ( ) thi
i N

p s p
∈

≤∑ ，则 ( ) initial
i ip s p= ， 

返回(3)；若主用户出现在该频谱空穴上，则认知用

户 i 腾出信道，返回(1)；否则返回(3)。 

4  仿真与分析 
假设位于单小区的 10n = 个认知用户组成 CR

系统，认知用户分布在以 CR 系统基站为中心、半

径为 radius 0.5d =  km 圆形区域内，与 CR 系统基站

距离为 =[45,80,110,200,250, 320, 390, 430,460,d 500]  
m。10 个认知用户的平均功率门限 th 2.5p =  W，对

于n ′ 个认知用户， 2
th 0.25( )p n′ ′=  W。信道增益为

/i ih A dθ= ，其中 4θ = ， 0.097A = ，CR 系统基站

背景噪声功率为 2 152 10v −= ×  mW，扩频处理增益

为 100G = ，其中扩频带宽为 610W = Hz，信息传

输速率为 410R = b/s，初始发射功率为 initial(0)i ip p=  
162.22 10−= ×  mW，目标 SIR 为 tar 8iγ = 。其他仿

真参数如表 1 所示。 

表 1 仿真参数 

参数名称 参数值 

功率调整因子 μ  142 10−×  
吞吐量常量参数 k  0.2 

功率削减因子 λ  1.25× 510−  

功率辐射危害因子 π  35 10−×  
贴现率 r 0.05 

功率辐射吸收因子 δ  0.03 

 
为验证 DNPCDG 算法性能，将文献[9]中经典

SIR-balancing 算法与 DNPCDG 算法做比较，

SIR-balancing 算法功率更新迭代式为 
( ) ( )( ) ( )1 tar/ ,   0,1,2l l l
i i i ip p lγ γ+ = =      (18) 

图 2 给出了随着与 CR 系统基站距离 id 改变，2
种算法的各认知用户发射功率性能比较。依图可知，

当 220id <  m 时，SIR-balancing 算法的发射功率低

于 DNPCDG 算法的发射功率，当 220id >  m 时，

DNPCDG算法的发射功率低于 SIR-balancing算法

的发射功率。因为随着 id 增加，SIR-balancing 算法 

为保持恒定 SIR，需消耗更多功率，而 DNPCDG 
算法的发射功率取决于 ip ，通过控制功率调整因子

μ，可进一步降低发射功率。可见对于距 CR 系统

基站较远的认知用户，采用 DNPCDG 算法，其发

射功率较低，性能优于 SIR-balancing 算法。 
图 3 给出了随着与 CR 系统基站距离 id 改变，2

种算法的各认知用户吞吐量性能比较。依图可知，

随着 id 增加，DNPCDG 算法的吞吐量呈较缓慢增

长趋势，比较平稳。当 430id <  m 时，DNPCDG
算法的吞吐量高于 SIR-balancing 算法的吞吐量，当

430id >  m 时，SIR-balancing 算法的吞吐量高于

DNPCDG 算法的吞吐量，且 SIR-balancing 算法的

吞吐量增长趋势渐缓。因为在保证 SIR 前提下，

DNPCDG 算法的吞吐量增加取决于 ip 的变化，而

SIR-balancing 算法以消耗多余功率来换回恒定

SIR。可见对于距 CR 系统基站较近的认知用户，采

用 DNPCDG 算法，其吞吐量较大，性能优于

SIR-balancing 算法。 
图 4 给出了认知用户随机分布在以 CR 系统基

站为中心、半径为 0.5 km 小区内的场景。依此场景，

图 5 给出了 2 种算法在不同用户数下的总吞吐量性

能比较。依图可知，随着认知用户数的增加，

DNPCDG 算法的总吞吐量要远大于 SIR-balancing
算法的总吞吐量，且 DNPCDG 算法的总吞吐量增

长趋势渐缓，而 SIR-balancing 算法的总吞吐量呈下

降趋势。因为随着认知用户数的增加，认知用户间

干扰加剧，SIR-balancing 算法为保持恒定 SIR，认

知用户发射功率无法有效控制，导致功率消耗加剧，

影响着总吞吐量的提高；而 DNPCDG 算法通过功

率控制，有效抑制了认知用户间干扰，从而提高总

吞吐量，改善系统性能。 

5  结束语 
本文根据 CR 系统动态性特点，将微分博弈应

用于研究 CR 系统功率控制，建立了功率控制非合 

 

图 2 发射功率性能比较                     图 3 吞吐量性能比较                   图 4 认知用户分布场景 
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图 5 总吞吐量性能比较 

作微分博弈模型，提出了一种基于微分博弈的分布

式非合作功率控制算法，获得了反馈纳什均衡解析

解。仿真结果表明，相比于经典 SIR-balancing 算法，

本文提出的算法可有效控制认知用户的发射功率，

增加系统吞吐量，提高系统性能。下一步工作是考

虑 CR 系统的随机性和动态性，研究功率控制随机

动态算法及多小区功率控制问题，进一步建立分布

式合作功率控制微分博弈框架。 
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