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新的非对称量子纠错码的构造 

钱建发    马文平 
(西安电子科技大学 ISN 国家重点实验室  西安  710071) 

摘  要：量子纠错码在量子通信和量子计算中起着非常重要的作用，之前的量子纠错码的构造大部分都集中在对称

的量子信道，即量子比特翻转的错误概率与量子相位翻转的错误概率相等。该文在非对称量子信道上，即量子比特

翻转的错误概率小于量子相位翻转的错误概率，利用经典的平方剩余码和 Reed-Muller 码构造一批非对称的量子纠

错码。同已知的非对称量子纠错码的构造方法相比，该构造方法简单。并且，利用有限域的扩域到其子域的迹映射，

构造得到了更多的非对称量子纠错码。 
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 New Construction of Asymmetric Quantum Error-correcting Codes 

Qian Jian-fa    Ma Wen-ping 

(National Key Laboratory of ISN, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: Quantum error-correcting codes play an important role in not only quantum communication but also 
quantum computation. Previous work in constructing quantum error-correcting codes focuses on code 
constructions for symmetric quantum channels, i.e., qubit-flip and phase-shift errors have equal probabilities. This 
paper focuses on the asymmetric quantum channels, i.e., qubit-flip and phase-shift errors have different 
probabilities Some present families of asymmetric quantum codes are constructed with classical quadratic residue 
codes and Reed-Muller codes. Compared to previously known methods, the method is simple. Furthermore, using 
the Trace map, more asymmetric quantum error-correcting codes are obtained. 
Key words: Quantum error-correcting codes; Asymmetric quantum error-correcting codes; Quadratic residue codes; 
Reed-Muller codes; Self-orthogonal codes  

1  引言  

1995-1996 年，Shor 和 Stean 将量子错误的复

杂机制简化为逐位纠错的物理模型，将每个量子位

的错误归结为有限个 Pauli 算子。基于此，Shor[1]

给出了第 1 个参数为 [[9,1, 3]]量子纠错码。Shor 的方

法促进了量子纠错编码的产生与发展。通过借鉴经

典纠错编码理论，人们提出了一系列量子纠错编码

方案 [2 10]− ，并且逐渐形成了量子纠错编码的理论体

系。 
2007 年，Loff 等人在文献[11]中指出，大部分

已知的量子计算设备的松弛时间 1T 比对应的降相位

时间 2T 大，它们的关系为 1 21/ 1/(2 )T T= + pΓ 。通

常松弛导致比特翻转和相位翻转的错误，而降相位

仅仅导致相位翻转的错误。 1T 与 2T 的这种非对称性
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使得比特翻转的错误概率小于相位翻转的错误概

率，因此，量子纠错应考虑到这种非对称的量子信

道 。 
在文献[11]中，Loff 等人利用 BCH 码和 LDPC

码的组合来构造非对称量子纠错码。在文献[12]中，

Sarvepalli 等人使用 LDPC 码来构造非对称量子纠

错码，而在文献[13]中，Aly 利用经典的 BCH 码和

RS 码来构造非对称量子纠错码。本文，利用经典的

平方剩余码和 Reed-Muller 码来构造一批非对称量

子纠错码。并且，利用有限域的扩域到其子域的迹

映射，构造了更多的非对称量子纠错码。最后，具

体给出一些参数性能较好的非对称量子纠错码。 

2  基本概念 

假设 p 是一个素数， m 是一个正整数，令
mq p= ， qF 记为元素为q 的有限域。 
经典的 q 元线性码C 是 qF 上的 n 维向量空间

n
qF 的一个k 维子空间，记为 [ , , ]n k d ，其中d 是码C 的

非零码字c 的最小 Hamming 重量，记为 ( )d wt C= 。 
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下面在有限域 qF 上定义 Euclidean 内积。 
设 1( , , )nu u u= ， 1( , , ) n

nv v v R= ∈ ，则u 和

v 的 Euclidean 内积为 

1

n
i ii

u v u v
=

⋅ =∑             (1) 

线性码C 的Euclidean对偶码定义为： { n
qC u F⊥ = ∈  

| 0, }u c c C⋅ = ∈ 。 
在文献[11]中，非对称量子纠错码的构造基于相

位翻转的错误概率小于量子比特翻转的错误概率的

情况，而且非对称量子纠错码对不同类型的错误纠

错的能力不同。基于这一事实，文献[11-13]中给出

非对称量子纠错码的定义。 
定义 1  q 元非对称量子纠错码 Q，记为 [[ , , zn k d  

/ ]]xd ，是 qF 上 kq  维的 Hilbert 空间
nqC 的一个子空

间，它能同时纠正 ( 1)/2xd⎢ ⎥−⎣ ⎦ 个量子比特翻转的错

误和 ( 1)/2zd⎢ ⎥−⎣ ⎦ 个量子相位翻转的错误，而且，能

同时发现 ( 1)xd − 个量子比特翻转的错误和 ( 1)zd −
个量子相位翻转的错误。 

注 1  该定义中 /z xd d 为一个比较因子，因此，

如果 z xd d> ，那么相位翻转对量子系统的影响比量

子比特翻转的影响要大。 
在文献[11-13]中，提出了可用经典的纠错码来

构造非对称量子纠错码，其构造方法由下面定理给

出。 
定理 1  设 1 1 1[ , , ]C n k d=

， 2 2 2[ , , ]C n k d= 为 qF 上

长度为n ，维数分别为 1 2,k k ，最小距离分别为 1 2,d d
的线性码，如果 1 2C C⊥ ⊆ , 2 1C C⊥ ⊆ ，且 

 
1 2 2 1

1 2 2 1

min{ ( \ ), ( \ )}
(2)

max{ ( \ ), ( \ )}       

x

z

d wt C C wt C C

d wt C C wt C C

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭  

那么存在参数为 1 2[[ , , / ]]z xn k k n d d+ − 的非对称量

子纠错码。 

3  平方剩余码构造非对称量子码 
本节，利用平方剩余码来构造一批非对称的量

子纠错码。首先，简单介绍平方剩余码的定义，具

体介绍可参考文献[14-16]。 
定义 2  对正整数n ，存在一个整数r ，使得式

(3)成立 
2 (mod )r i n≡              (3) 

则称 i 是模n 的平方剩余，否则称 i 为模n 的非平方

剩余。 
例 1  2 是模 7 的平方剩余，而 3 是模 7 的非平

方剩余。 
令Q 表示模n 的平方剩余集合，N 表示模n 的

非平方剩余集合，若α是 qF 的扩域的一个本原域元

素，则由文献[15]知，当 i 是偶数时， iα ∈Q ，而 i 为
奇数时， iα ∈ N ，且 0 1α = ∈Q ，因而Q 是 iα 生成

的一个循环群。 
由有限域理论可知， qF 的扩域中的所有非零元

素都是方程 1 0
mpx − = 的根。因此若在 qF 的扩域中

的某一子域内有一个 p阶根α，则 0 1α = ，α，  ， 
1pα − 都是方程 1 0

mpx − = 的根，所以 
11 ( 1)( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

mp px x x x x q x n xα α −− = − − − = −

    (4) 

其中  
( ) ( )

( ) ( )

i
i Q

j
j N

q x x

n x x

α

α
∈

∈

⎫⎪= − ⎪⎪⎬⎪= − ⎪⎪⎭

∏
∏          (5) 

是系数 qF 为上的多项式。 
定义 3  用下列多项式 ( )q x ，( 1) ( )x q x− ， ( )n x ，

( 1) ( )x n x− ，生成的循环码，称为 qF 上的平方剩余

码，分别用 QC ， '
QC ， NC ， '

NC ，表示。 
引理 1[15]  QC ， NC 是参数为 [ , , ]n k d 的线性码，

其中 2d n> ； '
QC ， '

NC 是参数为 [ , , ]n k' d' 的线性码，

其中d' d> 。 
引理 2[15]  当n 为素数， 1(mod 4)n ≡ ，且q 是

模 n 的平方剩余，则有 , ' '
Q N N N QC C C C C⊥ ⊥= ⊂ =  

QC⊂ 。 
定理 2  设 QC , NC 为 qF 上的平方剩余码，n ≡  

1(mod 4) ，且q 是模n 的平方剩余，则存在参数为

[[ ,2 , / ]]z xn k n d d− 的非对称量子纠错码。 
证明  由引理 2 可知，当 1(mod 4)n ≡ ，且q 是

模 n 的平方剩余，有 , ' '
Q N N N QC C C C C⊥ ⊥= ⊂ =  

QC⊂ 。 不 妨 假 设 min{ ( \ ), ( \x N Q Qd wt C C wt C⊥=  
)}NC ⊥ ， max{ ( \ ), ( \ )}z N Q Q Nd wt C C wt C C⊥ ⊥= 。因此，

由定理 1 可知，存在参数为 [[ ,2 , / ]]z xn k n d d− 的非对

称量子纠错码。 

4  迹映射构造 

定义 4  映射 

1

Tr :

Tr( )
m

q p

p p

F F

α α α α
−

⎫→ ⎪⎪⎪⎬⎪= + + + ⎪⎪⎭
       (6)   

称为有限域 qF 到其子域 pF 的迹映射。注意到对于每

个 qFα ∈ ，有 qα α= 。于是
2

Tr( )p p pα α α= + +  
1

Tr( )
mpα α α
−

+ + = ，即Tr( ) pFα ∈ ，所以Tr 是 qF 到

pF 的映射。 
由文献[16]可知，迹映射有以下性质： 
性质 1：对所有 , qFα β ∈ ，有 
(1)Tr( ) Tr( ) Tr( )α β α β+ = + ； 
(2)Tr( ) Tr( )λα λ α= ，其中 pFλ ∈ 。 
定义5  设 1 2{ , , , }mB α α α= 是 qF 在 pF 上的一

组基，如果 
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其它

1,
Tr( )

0,i j

i j
α α

⎧ =⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
            (7) 

则称 1 2{ , , , }mB α α α= 是 qF 在 pF 上的自对偶基。 
由文献[17]知，如果 p是偶数，或者 p和m 都是

奇数，则 qF 在 pF 上的自对偶基是存在的。 
下面，令 1 2{ , , , }mB α α α= 是 qF 在 pF 上的自对

偶基。对 1 2( , , , )nc c c c C= ∈ ，定义映射 : n
qFϕ  

mn
pF→ 为 

11 21 1 12 2 1( ) ( , , , , , , , , , , )n n m nmc c c c c c c cϕ =  (8) 

这里 ic 1

m
ij jj

c α
=

=∑ ，其中 ij pc F∈ 。 

令 ( )Cϕ 是码C 在ϕ下的像，则有下面的引理。 
引理 3  如果C 是 qF 上长度为n 的自正交码，

则 ( )Cϕ 是 pF 上长度为mn 的自正交码。 
证明  设 1 2( , , , )nc c c c= ， 1 2( , , , )nd d d d= ∈  

n
qF 为C 的任意两个码字，其中

1

m
i ij jj

c c α
=

=∑ ，

1

m
i ij jj

d d α
=

=∑ ，由于C 是自正交码，则有 

( )( )1 1 1 1
=0n n m m

i i ij j ij ki i j k
c d c d c dα α

= = = =
⋅ = =∑ ∑ ∑ ∑              

(9) 

对上式在 pF 上取Tr ，有 

1 1 1
Tr( ) 0n m m

ij ij j ki j k
c d α α

= = =
=∑ ∑ ∑     (10) 

由于 1 2{ , , , }mB α α α= 是 qF 在 pF 上的自对偶基，则

有 

1 1
( ) ( ) 0n m

ij iji j
c d c dϕ ϕ

= =
⋅ = ⋅ =∑ ∑      (11) 

因此， ( )Cϕ 是 pF 上长度为mn 的自正交码。 
由引理 3，可得到下面定理。 
定理 3  设 QC , NC 为 qF 上两个平方剩余码，且

有 Q NC C⊥ ⊆ ， N QC C⊥ ⊆ ，则有 ( ) ( )Q NC Cϕ ϕ⊥ ⊆ ， ( )NCϕ ⊥  
( )QCϕ⊆ 。 
由定理 1 及定理 3，可得到一大批新的非对称

量子纠错码，即有下面定理： 
定理 4  设 QC , NC 为 qF 上的平方剩余码，且有

Q NC C⊥ ⊆ ， N QC C⊥ ⊆ ，则存在参数为 [[ , (2 ),mn m k n−  
/ ]]z' x'd d 的非对称量子纠错码，其中 

min{ ( \ ), ( \ )}

max{ ( \ ), ( \ )}

x' x N Q Q N

z' z N Q Q N

d d wt C C wt C C

d d wt C C wt C C

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⎫⎪> = ⎪⎪⎬⎪> = ⎪⎪⎭
 (12) 

5  Reed-Muller 码构造非对称量子码 

Reed-Muller(RM)码是与1954年Muller首先提

出其构造方法，同年 Reed 用大数逻辑译码方法解决

了它的译码。RM 码最早是从线性空间的角度出发

构造的，以后发现它与循环码，几何码和格等有密

切关系，因此 RM 码是一类重要的线性码，具体关

于 RM 码的描述见文献[15,16]。 

对于一个 r 阶 RM 码 RM( , )r m ，设其参数为

[ , , ]n k d ， 由文献[15,16]可知，RM 码有下列性质。 
性质 2  设RM( , )r m 为r 阶 RM 码，则有 
(1)码的长度 2mn = ； 
(2)码的维数 1 ( ,1) ( , )k C m C m r= + + + ，其中

( , ) !/ !( )!C m l m l m l= −  
(3)码的最小距离 2m rd −= ； 
(4)RM( , ) RM( 1, )r m m r m⊥ = − − 。 
定理 5  设 1 1RM( , )C r m= ， 2 2RM( , )C r m= 为

2F 上两个的 RM 码，如果 1 2r r< ，那么 2 1( \ )wt C C =  

2( )wt C 。 
证明  由 RM 码定义及性质 2 知，当 1 2r r< 时，

有 1 2C C⊆ 。设 1C 的最小距离为 1
1 2m rd −= ， 2C 的最

小距离为 2
2 2m rd −= ，如果 1 2r r< ，则有 2 1d d< 。因

此， 2 1\C C 有一个重量为 2d 的码字。所以， 2( \wt C  

1 2) ( )C wt C= 。 
下面，利用 RM 码来具体构造一批非对称量子

纠错码。首先，记RM( , ) [ , , ]r m n k d= 的对偶码的参

数为RM( , ) [ , , ]r m n k d⊥ ⊥ ⊥= 。 
定理 6  设 1 1 1[ , , ]C n k d= ， 2 2 2[ , , ]C n k d= 为 2F 上

两个长度为 2mn = 的 RM 码，当 1 2 2 1,k k k k⊥ ⊥< < 时，

则存在参数为 1 2[[ , , / ]]z xn k k n d d+ − 的非对称量子

纠错码，其中 

1 2 2 1

1 2 2 1

min{ ( \ ), ( \ )}

max{ ( \ ), ( \ )}

x

z

d wt C C wt C C

d wt C C wt C C

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭
   (13) 

证明  由性质 2 知，当 RM 码的维数满足 1k
⊥  

2k< 时，有 1 2C C⊥ ⊆ 成立。同样，当 RM 码的维数

满足 2 1k k⊥ < 时，有 2 1C C⊥ ⊆ 成立。不妨假设 xd =  
min{ ( \ ), ( \ )}N Q Q Nwt C C wt C C⊥ ⊥ ， max{ ( \z Nd wt C=  

), ( \ )}Q Q NC wt C C⊥ ⊥ 。因此，由定理 1 可知，存在参

数为 1 2[[ , , / ]]z xn k k n d d+ − 的非对称量子纠错码。 
例 2  令 5m = ， 128n = ，则有 7 个 RM 码，

它们分别为： [128,1,128]， [128, 8,64]， [128,29, 32]，
[128,64,16]， [128,99, 8]， [128,120, 4]， [128,127,2]。
可分别选择这些码来构造非对称量子纠错码，如设

1 [128, 8,64]C = ， 2 [128,127,2]C = ，由 RM 码性质 2
知 ， 1 [128,120, 4]C ⊥ = ， 2 [128,1,128]C ⊥ = ， 且 有

1 2C C⊥ ⊆ ， 2 1C C⊥ ⊆ 。由定理 1 及定理 5 可知，存在

参数为 [[128,7,64/2]]的非对称量子纠错码。表 1 具

体给出非对称量子纠错码的参数。 
注 2  同文献[11-13]中的非对称量子纠错码比

较，本文的非对称量子纠错码的参数 /z xd d 值较大，

说明相位翻转对量子系统的影响比量子比特翻转的

影响要大。并且本文构造的非对称量子纠错码都是

新的，在目前的文献中都未曾出现。 
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表 1 非对称量子纠错码 

RM 码 1C  RM 码 2C  非对称量子码C  

[128, 8, 64] [128, 127, 2] [[128, 7, 64/2]] 

[128, 29, 32] [128, 120, 4] [[128, 21, 32/4]] 

[128, 29, 32] [128, 127, 2] [[128, 28, 32/2]] 

[128, 99, 8] [128, 64, 16] [[128, 35, 16/8]] 

[128, 120, 4] [128, 127, 2] [[128, 115, 4/2]] 

[128, 99, 8] [128, 120, 4] [[128, 91, 8/4]] 

[128, 99, 8] [128, 127, 2] [[128, 98, 8/2]] 

6  结束语 

本文在非对称的量子信道上，利用经典的平方

剩余码和 Reed-Muller 码构造了一批非对称量子纠

错码，并且，利用有限域的扩域到其子域的映射，

构造得到了更多的非对称量子纠错码。最后，具体

给出一些参数性能较好的非对称量子纠错码。由于

非对称量子纠错码的概念在 2007 年才首次提出，目

前，对非对称量子纠错码的研究还处在初步阶段。

对编码理论学者来说，如何设计构造性能好的非对

称量子纠错码是未来研究的一个重点，而对物理学

家来说，如何在实际的物理背景下对这些量子码实

现应用，将是量子纠错码是否实用的关键。 
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