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归一化子带自适应滤波器步长控制 

倪锦根    商慧亮    李  锋* 
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摘  要：定步长子带自适应滤波器必须在快的收敛速度和低的稳态失调之间进行折中。根据自适应滤波器系数向量

均方偏差与步长之间的函数关系，该文采用使自适应滤波器系数向量均方偏差在每次迭代更新时最速下降的方法，

提出一种步长控制算法来解决上述问题。该算法可以兼得快的收敛速度和低的稳态失调。实验结果验证了该方法的

有效性。 
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Step-Size Control for the Normalized Subband Adaptive Filter 
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Abstract: Fixed step-size Subband Adaptive Filters (SAFs) must carry out a trade-off between fast convergence 
rate and low steady-state misadjustment. According to the functional relationship between the Mean-Square 
Deviation (MSD) of the coefficient vector of the adaptive filter and step-size, this paper proposes a step-size control 
algorithm to address the problem above, which is derived by the largest decrease method of the MSD of the 
coefficient vector of the adaptive filter for each iterative update. This algorithm can obtain both fast convergence 
rate and low steady-state misadjustment. Experimental results verify the validity of the proposed method. 
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1  引言  

自适应滤波技术在系统辩识、信道均衡、噪声

消除、主动噪声控制和雷达等领域得到了广泛应 
用[1]。最小均方(LMS)和归一化最小均方(NLMS)算
法，因其计算量小、稳定性好和易于实现等优点，

被广泛使用。但一方面，LMS和NLMS算法的收敛

速度会随自适应滤波器阶数的增加而下降[2]；另一方

面，当输入信号为相关信号时，LMS和NLMS算法

的收敛速度较慢[1]。在许多应用中，都需要用到高阶

自适应滤波器，如免提电话和电话会议系统中的回

声消除。这些未知系统模型具有很长的冲击响应，

往往有上千个采样点的数量级，且其输入信号的相

关性较强[2]。上述两个特点使得LMS和NLMS自适应

滤波算法在这类应用中受到了限制。 
为解决上述问题，一些学者提出了子带自适应

滤波的方法。在子带自适应滤波中，输入信号和期

望响应被滤波器组分割并抽取，形成子带信号。然

后，自适应滤波在子带中进行。子带分割的作用是

减小输入信号的相关性，从而加快滤波器收敛速 
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度[2]。在近年来提出的子带自适应滤波算法中，无混

叠、临界抽取子带自适应滤波器因其收敛速度快、

稳态失调小等优点得到了人们较多的关注 [3 5]− 。一

些文献对该类子带自适应滤波器的性质和性能进行

了研究 [6 9]− 。由 Lee 和 Gen 提出的归一化子带自适

应滤波器(NSAF)[5]因其固有的去相关和最小扰动特

性具有较好的收敛性能[7]。 
LMS 类自适应滤波算法的性能，如收敛速度和

稳态失调等，由步长来控制。步长越大(越小)，则

收敛越快(慢)，稳态失调越大(小)[10]。在自适应滤波

过程中，如果选用固定步长，则该自适应滤波器必

须在快的收敛速度和低的稳态失调之间进行折中，

从而使得自适应滤波器不能兼得快的收敛速度和低

的稳态失调。由于 Lee 和 Gen 提出的 NSAF 使用了

定步长方法，因而该自适应滤波器也必须在收敛速

度和稳态失调之间进行折中。 
研究表明，使用变步长方法可以在某种程度上

解决上述问题[10,11]。变步长方法的基本思想是：在

自适应滤波初始阶段，选用较大的步长，使得滤波

器具有较快的收敛速度；在自适应滤波接近稳态阶

段，选用较小的步长，使得滤波器具有较小的稳态

失调。本文提出了一种易于实现的步长控制方法来
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改进 NSAF 的收敛性能。仿真结果表明，该算法能

够兼得较快的收敛速度和较低的稳态失调。 

2  信号模型与定步长归一化子带自适应滤

波器(NSAF) 
在自适应滤波中，一般认为期望响应 ( )d n 满足

如下的线性模型[1,9]： 
T( ) ( ) ( )od n n nη= +w u            (1) 

其中 T( ) [ ( ), ( 1), , ( 1)]n u n u n u n M= − − +u 为输入

信号向量， ( )u n 为输入信号，M 为自适应滤波器系

数向量长度； T
,0 ,1 , 1[ , , , ]o o o o Mw w w −=w 为未知系统

的系数向量； ( )nη 为系统噪声，且与输入信号 ( )u n 相

互独立。 
将横向 FIR 自适应滤波器扩展到子带方法，Lee

和Gen[5]提出了图1 所示的子带自适应滤波器结构。

在该图中， ( )iH z 和 ( )iG z ， 0,1, , 1i N= − ，分别

表示分析滤波器组和综合滤波器组； N↓ 和 N↑ 分

别表示对信号进行N 倍抽取和N 倍内插。各信号之

间的关系如图 1 所示。根据最小扰动原理，Lee 和

Gen[5]推导出了如下的自适应滤波器系数向量更新

公式 
1 2

,0
( 1) ( ) ( ) || ( ) || ( )N

i i i Di
k k k k e kμ − −

=
+ = + ∑w w u u (2) 

其中 T
0 1 1( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mk w k w k w k−=w 为自适应滤波

器在kN 时刻的系数向量，且每输入N 个信号样值，

该向量更新一次； ( ) [ ( ), ( 1), ,i i ik u kN u kN= −u  
T( 1)]iu kN M− + 为 kN 时刻的子带输入信号向量；

μ为固定步长，且必须满足 0 2μ< < 。 

3  步长控制算法 

为解决上述定步长算法存在的不足，本文以下 

 
图 1 NSAF 结构框图 

部分将推导一种步长控制算法。 
定义kN 时刻的系数误差向量 ( )kε ，无干扰误差

向量 ( )a ke 和均方偏差 ( )c k 分别为 ( ) ( )ok k= −w wε ，
T( ) ( ) ( )a k k k=e U ε 和 2( ) [|| ( ) || ]c k E k= ε [9]，其中 ( )kU  

0 1 1[ ( ), ( ), , ( )]Nk k k−= u u u 和 0, 1,( ) [ ( ), ( ),D D Dk e k e k=e  
T

1,, ( )]N De k− 分别为 kN 时刻的输入信号矩阵和子

带误差向量。文献[9]证明了下式成立 
2 T 1

T 1

( ) ( 1) [ ( ) ( ) ( )]

                    2 [ ( ) ( ) ( )]

D D

a D

c k c k E k k k

E k k k

μ

μ

−

−

− + ≈ −

+

e e

e e

Λ

Λ    (3) 

其中 
1 2 2 2

0 1 1( )=diag[|| ( ) || ,|| ( ) || , ,|| ( ) || ]Nk k k k− − − −
−u u uΛ  

为对角矩阵，其对角元素分别为 2|| ( ) || , 0,1,i k i− =u  
, 1N − 。 
令 ( 1)( ) ( ) ( 1)k c k c kδ μ+ = − + 。如果在任何时刻

kN ，选择合适的μ，使得 ( 1)( )kδ μ+ 取得最大值，则

均方偏差能够以最快的值下降，从而自适应滤波器

能够得到最佳的收敛性能[12]。由式(3)可知， ( 1)( )kδ μ+

是关于μ的开口向下的 2 次函数，当 ( 1)( )kδ μ+ 取得最

大值时，μ在kN 时刻的最佳值 ( )o kμ 满足 
T 1

T 1
[ ( ) ( ) ( )]

( )
[ ( ) ( ) ( )]

a D
o

D D

E k k k
k

E k k k
μ

−

−≈ e e
e e

Λ
Λ

        (4) 

式(4)表示的最优步长在实际应用中无法实现，需要

进一步简化。令 , ( )i D kη 为kN 时刻第 i 个子带系统噪

声， T
0, 1, 1,( ) [ ( ), ( ), , ( )]D D D N Dk k k kη η η −=η 为kN 时刻

子带系统噪声向量。在式(1)线性模型条件下，子带

系统噪声向量满足[9] 

T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D D a Dk k k k k k= + = +e U eε η η   (5) 

将式(5)代入式(4)可得 
T 1

T 1

T 1

T 1

T 1

T 1

T 1 T 1

T

{[ ( ) ( )] ( ) ( )}
( )

[ ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( )]
1

[ ( ) ( ) ( )]

{ ( ) ( )[ ( ) ( )]}
1

[ ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( )]+ [ ( ) ( ) ( )]
1

[ ( )

D D D
o

D D

D D

D D

D a D

D D

D a D D

D

E k k k k
k

E k k k

E k k k
E k k k

E k k k k
E k k k

E k k k E k k k
E k

μ
−

−

−

−

−

−

− −

−≈

= −

+= −

= −

e e
e e

e
e e

e
e e

e
e

η Λ
Λ

η Λ
Λ

η Λ η
Λ

η Λ η Λ η
1( ) ( )]Dk k− eΛ

(6) 
忽略 ( )D kη 与 ˆ( )kw 之间的弱相关性(若 ( )nη 为高斯

白噪声， ( )D kη 与 ( )kw 不相关[9])，则 ( )D kη 与 ( )a ke 不

相关。再考虑到 ( )nη 与输入信号 ( )u n 相互独立，式

(6)可展开为 

1T 1 2 2
,0

1 2 2
,0

( ) 1

[ ( )] [ ( ) ( )]+ [ ( )] [|| ( ) || ]

[ ( ) || ( ) || ]

o

N
D a i D ii

N
i D ii

k

E k E k k E k E k

E e k k

μ

η−− −
=

− −
=

≈ −

∑
∑
e u

u

η Λ

      (7) 
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在许多自适应滤波器应用领域，可以将系统噪

声 ( )nη 近似看成均值为零的白噪声，从而有

[ ( )]DE k ≈η 0。再利用完全重构滤波器组子带信号功

率之和等于全带信号功率这一性质 [13] ，可得
2 2
,[ ( )] ( / )i DE k Nηη σ≈ ，其中 2

ησ 为系统噪声的方差，

其值可在自适应滤波器处于静态时从输出端周期性

地估计得到[11,14,15]。由上述分析可知，式(7)可简化

为 
12 2

0
1 2 2

,0

( / ) [|| ( ) || ]
( ) 1

[ ( ) || ( ) || ]

N
ii

o N
i D ii

N E k
k

E e k k
ησμ

− −
=

− −
=

≈ − ∑
∑

u

u
    (8) 

由于式(8)中的均值无法求得，因此本文使用自适应

信号处理中的常用方法，即使用式(9)瞬时值来代替

式(8)中的均值 
12 2

0
1 2 2

,0

( / ) || ( ) ||
( ) 1

( ) || ( ) ||

N
ii

o N
i D ii

N k
k

e k k
ησμ

− −
=

− −
=

≈ − ∑
∑

u

u
      (9) 

由于使用瞬时值代替均值会使得波动加大，从而会

增大稳态失调。为了解决瞬时值代替均值带来的波

动，可以使用式(10)的滑动窗来平滑步长。 

( ) ( 1) (1 ) ( )ok k kμ λμ λ μ= − + −        (10) 

其中λ为遗忘因子，在本算法中其典型的取值范围

为 0.9 0.99λ≤ ≤ 。式(10)是自适应滤波中用来求均

值和对信号或参数进行平滑的常用方法。在本文中，

λ取值的大小可以在较小的范围内调节收敛速度的

快慢和稳态失调的大小：当λ取值较小时，收敛速

度较快；当λ取值较大时，稳态失调较小。在上述

取值范围内，本文算法的学习曲线对λ的变化敏感

性较小。经过式(10)平滑之后， ( )kμ 仍然存在较小

的波动性，从而使得 ( )kμ 在滤波器接近和达到稳态

阶段时在少数采样点可能出现负值。但是，在任何

时刻自适应滤波器的步长都不应该为负，因此，本

文采用式(11)的步长。 

其他0

( ),  ( ) 0
( )

,     

k k
k

μ μ
μ

μ

⎧ >⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩
         (11) 

来代替 ( )kμ ，使得步长始终为正。式(11)中 0μ 是一

个大于零的小常数。实验结果表明，对于 8N = 子

带自适应滤波器而言，当 0μ 在 0.08 附近取值时，本

文算法能够得到较好的收敛性能。 
由式(9)−式(11)可知，在任何采样时刻kN ，式

(11)的步长满足 0 ( ) 1kμ μ≤ < ，因而其始终位于步长

稳定范围 0 2μ< < 以内[5]。这说明本文设计的步长

在任何采样时刻kN ，都能使得算法稳定。最后，用

式(11)表示的 ( )kμ 代替式(2)中的定步长μ，即可得

本文步长控制 NSAF 算法。 

1 2 1
,0

( 1) ( ) ( )

             ( )[|| ( ) || ] ( )N
i i i Di

k k k

k k e k

μ

δ− −
=

+ = +

⋅ +∑
w w

u u  (12) 

其中 δ 为一个很小的正常数，即正则化因子。引入

该常数是为了避免输入信号很小时引起数值计算困

难[5]。 

4  实验结果与分析 

文献[5]已将定步长 NSAF 算法与其他相关算法

进行了比较。比较结果证实了定步长 NSAF 算法性

能的优越性。因此，本文只需与定步长 NSAF 算法

进行比较。 
分别利用本文步长控制算法和文献[5]的定步长

算法辨识一个未知系统。该未知系统为一个房间回

声路径的脉冲响应，长度为 1000。使用两组具有不

同相关性的信号作为滤波器的输入：第 1 组为高斯

白噪声信号 1( )u n ； 第 2 组为有色信号 2( )u n ，该信

号被建模为 2 2( ) 0.9 ( 1) ( )u n u n nϕ= − + ，其中 ( )nϕ 为

高斯白噪声。系统噪声 ( )nη 为高斯白噪声，且与输

入信号相互独立，其方差 2 0.001ησ = 。在两种信号

输入情况下，输入信号的大小都满足使得自适应滤

波系统的信噪比SNR 30 dB= 。选用精确重建余弦

调制滤波器组对输入信号和期望信号进行分割，其

子带数目 8N = 。在两组实验中，文献[5]定步长算

法的步长取为 1.0μ = 和 0.1μ = ；本文算法的参数

取为 0.95λ = ， 0.08μ = 。定义kN 时刻的归一化失

调(Misalignment)[5]为 T T10 lg [ ( ) ( )]/( )o oE k k w wε ε ，单

位为 dB。所有学习曲线为 25 次独立实验的平均。

实验结果分别如图 2 和图 3 所示：图 2 是第 1 组信

号，即高斯白噪声信号 1( )u n 输入时的学习曲线；图

3 是第 2 组信号，即有色信号 2( )u n 输入时的学习曲

线。 
从图 2 和图 3 可以看出：对于白输入信号和有

色输入信号，文献[5]的定步长方法都必须在快的收

敛速度和低的稳态失调之间进行折中；而使用本文

提出的步长控制算法，既能得到较快的收敛速度，

又能达到较低的稳态失调。 

 
图 2 输入信号为白噪声信号时的算法学习曲线 
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图 3 输入信号为有色信号时的算法学习曲线 

5  结束语 

在自适应滤波器应用领域，如果输入信号为有

色信号，使用子带自适应滤波器能够得到更快的收

敛速度。然而，固定步长的子带自适应滤波器必须

在快的收敛速度和低的稳态失调之间进行折中。根

据步长和自适应滤波器系数向量均方偏差之间的关

系，利用每次系数向量更新过程中使均方偏差下降

最快的原理，本文针对归一化子带自适应滤波器，

提出了一种有效的步长控制算法。仿真结果表明，

使用该算法来控制滤波器系数更新过程中步长的变

化，能够得到较快的收敛速度和较低的稳态失调。 
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