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摘  要：2 维核鉴别分析(2DKDA)存在离散度量矩阵过大而无法计算的问题。该文通过将图像抽样重组与 2DKDA

的结合，提出了 3 种基于图像抽样重组的 2DKDA(SR2DKDA)，它们不仅克服了 2DKDA 在计算上的困难，识别

性能也优于 2 维线性鉴别分析(2DLDA)。在 ORL 人脸库和 UMIST 人脸库的实验验证了 SR2DKDA 的有效性。 
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Abstract: 2-Dimensional Kernel Discriminant Analysis (2DKDA) can not be performed since its scatter metric 
matrices are too large. This paper combines the sampling and regrouping images with 2DKDA and gives three 
kinds of Sampling and Regrouping 2-Dimensional Kernel Discriminant Analysis (SR2DKDA). These algorithms 
not only overcome the drawback of 2DKDA but also have superior recognition accuracy to 2-Dimensional Linear 
Discriminant Analysis (2DLDA). The experiments on ORL database and UMIST database verify the efficiency of 
the SR2DKDA. 
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1  引言  

近几十年来，图像识别成为模式识别中的一个

热门研究领域，并在公共安全、人机交互、医疗诊

断等方面有着广泛的应用。线性鉴别分析[1](LDA)
是最为基本的图像识别算法之一，但基于 LDA 的图

像识别需将图像矩阵转化成向量形式后才能处理，

这带来了小样本问题。继 2004 年二维主元分析[2] 

(2DPCA) 被提出后，二维线性鉴别分析[3](2DLDA)
也被很快提了出来。2DLDA 直接处理图像矩阵而不

必将其转化成向量形式，在一定程度上克服了 LDA
的小样本问题，既保留了图像的自身结构信息，也

减少了计算量。 
但 2DLDA 是线性子空间方法，不能获取数据
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中的非线性信息，而这些非线性信息往往有利于图

像识别。将目前人们常用的非线性技巧
    

核方 
法[4,5]引入其中，可得基于核方法的 2 维鉴别分析，

简称 2 维核鉴别分析(2DKDA)，它能获取数据中的

非线性信息。但由核方法的构造可知，对于 N 幅像

素为m n× 的样本图像来说，2DKDA 需对nN 阶矩

阵作广义特征值分解，计算复杂度是 3 3( )O n N ，当

nN 较大时，很难实现。为解决 2DKDA 的计算问

题，文献[6]提出了一种非线性矩阵映射，能将样本

图像映射成N n× 矩阵，称之为核样本矩阵，然后对

核样本矩阵实施 2DLDA。这是一种新的 2 维核鉴别

分 析 ， 称 为 框 架 2DKDA(Frame 2DKDA, 
F2DKDA)，因为该文作者认为此方法构成 2 维非线

性鉴别分析的框架。由于广义特征值分解所涉及的

矩阵都是 N 阶的，F2DKDA 的计算复杂度是
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3( )O N 。 
研究发现，2DKDA 实际上也是对样本图像作

非线性矩阵变换，不过它得到的核样本矩阵是

nN n× 阶的。还发现，F2DKDA 的核样本矩阵实际

上是 2DKDA 的核样本矩阵的不完全抽样重组[7]。受

此启发，本文将 2DKDA 与图像抽样重组[7]结合起

来，提出了 3 种基于图像抽样重组的 2 维核鉴别分

析 (Sampling and Regrouping 2DKDA, 
SR2DKDA)，它们都能克服 2DKDA 在计算上的不

足，也能在一定程度上改善 2DLDA 的识别性能。 

2  相关工作  

设有 N 幅 m×n 像素的训练样本图像 1 2, ,A A  
, NA ，分属 c 个类别，第 i 类样本图像的下标集为

iC ， iC 中有 iN 个元素， 1,2, ,i c= ， 1 2N N+ +  

cN N+ = 。 
2.1 2DLDA 

定义训练样本图像的类间离散度量矩阵 bS 与

类内离散度量矩阵 wS 为 
T

1

( )( )
c

b i i i
i

n
=

= − −∑S A A A A      (1) 

T

1

( )( )
i

c

w j i j i
i j= ∈

= − −∑∑S A A A A
C

      (2) 

其中 ,iA A分别为第 i 类的均值和总体均值。 
2DLDA 对样本图像作如下线性降维变换 

T
i i=B W A                 (3) 

其中W是 m×d 降维变换矩阵，它由如下特征方程

的前 d 个最大广义特征值所对应的单位特征向量组

成 

b wλ=S w S w                (4) 

2.2 F2DKDA  
F2DKDA 的基本思想是对样本图像 iA 作如下

的非线性变换 
1 1 2 2
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然后以 F
iA ( 1,2, ,i N= )为样本实施 2DLDA，其中

j
ia 是 iA 的第 j列， (, )κ ⋅ ⋅ 是核函数，称 F

iA 为F2DKDA
的核样本矩阵。由于 F

iA 是N n× 矩阵，代入式(1)
与式(2)得到的类间与类内离散度量矩阵都是 N 阶

的，相对于 2DKDA 来说，计算量大为减小。文献

[6]给出 F2DKDA 时更多的是一种直观想法，未能

从理论上揭示它的本质。 
2.3 图像的抽样重组与 SR2DLDA 

设 A为 m×n 像素的图像，对它的行进行间隔

为 s 的下抽样，对它的列进行间隔为 t 的下抽样，

简称为 s×t 下抽样 (此处假定 m 能被 s 整除，n 能

被 t 整除)。抽样结果是一个(m/s)×(n/t)像素的小图

像，小图像一般随抽样起点的不同而不同。在A的

左上角取一个大小为 s×t 的小块，并依次以小块内

的每一点为抽样起点进行抽样，则共可得n =st 个

不同的小图像。将每个小图像拉直成m =(m/s)× 
(n/t)维向量，再把它们重组成一个m ×n 矩阵A，

称A为图像A的 s×t 抽样重组矩阵，简称 SR 矩阵。 
对每个样本图像 iA 进行 s×t 下抽样，相应的 SR

矩阵记为 iA ，以 iA ( 1,2, ,i N= )为样本实施

2DLDA，可得到基于图像抽样重组的 2DLDA 
(SR2DLDA) [7]。由于 iA 的各个列的独立性和分布同

一性往往要好于原图像 iA  [7]，因此 SR2DLDA 的识

别性能一般都优于 2DLDA。 
不难看出，SR2DLDA 随s 和 t 的变化而变化。

当 1s t= = 时，它是 LDA；当 1,s t n= = 时，它是

基于列的 2DLDA；当 , 1s m t= = 时，它是基于行

的 2DLDA。 

3  F2DKDA 的本质 

本小节将通过对 2DKDA 与 F2DKDA 的分析，

揭示 F2DKDA 的本质。 
3.1 2DKDA 

2DLDA 被认为是将样本图像的每一列(以列为

例，对行也成立 )看成样本向量的 LDA，因此

2DKDA 是将样本图像每一列通过非线性核变换Φ
映射到特征空间 F 中，然后在此特征空间中实施

2DLDA。 
将 Ai 按列分块为 Ai

1 2( , , , )n
i i i= a a a ，将其每

一列由非线性变换Φ 映射到核空间F 中，则特征空

间中的样本图像为 
1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )), 1,2, ,n

i i i i i NΦ Φ Φ Φ= =A a a a (6) 

相应地，特征空间中样本图像的类间协方差阵 b
ΦS 与

类内协方差阵 w
ΦS 分别定义为 

T

1

1
( )( )

c

b i i i
i

n
N

Φ Φ Φ Φ Φ
=

= − −∑S        (7) 

T

1
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i

c
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i jN

Φ Φ Φ Φ Φ
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= − −∑∑S
C
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其中
1

1 ( )
i

c

j
i jN

Φ Φ
= ∈

= ∑∑ A
C

，
1 ( )

i

i j
jN

Φ Φ
∈

= ∑ A
C

。 

令 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))NΦ Φ Φ Φ=A A A A ，类似于核

鉴别分析(KDA)的做法[5]，2DKDA 的降维变换矩阵



2960                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 31 卷 

W可写为 
 = ( )ΦW AQ         (9) 

其中Q是 nN×d 矩阵。将式(9)代入式(7)和式(8)，
可得矩阵Q的各个列是特征方程 

K K
b wλ=S q S q         (10) 

的前 d 个最大广义特征值所对应的特征向量，式中

的 ,K K
b wS S 分别为 

T T
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其中 T( ) ( )K
i iΦ Φ=A A A ，

1

1

i

c
K K

j
i jN = ∈

= ∑∑A A
C

， K
iA  

1

i

K
j

jN ∈
= ∑A

C
。 

显然， ,K K
b wS S 是将矩阵 K

iA ( 1,2, ,i N= )作为

样本而得到的类间与类内离散度量矩阵，因此

2DKDA 的实质是将图像样本 iA 非线性地变换为
K
iA ，然后对 K

iA ( 1,2, ,i N= )实施 2DLDA。借鉴

文献[6]说法，称 K
iA 为核样本矩阵，分别称 ,K K

b wS S 为

核类间度量矩阵和核类内度量矩阵，它们都是nN
阶方阵。由式(3)与式(9)知，2DKDA 的降维变换可

写为 
T T( )K K

i i iΦ= =B W A Q A              (13) 

3.2 F2DKDA 的本质 
2DKDA 的核样本矩阵 K

iA 可写为 
T
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这实际上是将 K
iA 分成 N 个子块，第 s 个子块( 1,s =  

2, ,  )N  
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对照式(5)不难发现， F
iA 的第 s 行是由 K

isA 的对角元

构成的。 
因此，F2DKDA 的核样本矩阵 F

iA 实质上是

2DKDA 的核样本矩阵 K
iA 的以 1

K
iA 的对角元为起点

的n n× 抽样重组矩阵，这就是 F2DKDA 的本质。 

4  SR2DKDA  
由 F2DKDA 的本质得到的启示是可将矩阵的

抽样重组与 2DKDA 结合起来。通过二者的结合，

可得到 3 种基于图像抽样重组的 2 维核鉴别分析

(SR2DKDA)，分别称为 SR2DKDA-I，SR2DKDA- 
II，SR2DKDA-III，它们不仅能与 2DKDA 一样获

取图像空间的非线性信息，从而改善 2DLDA 的识

别性能，也能减小 2DKDA 的计算量。 
4.1 SR2DKDA-I 

2DKDA 在计算上的困难主要是因为其协方差

阵的阶数相比于 KDA 来说增加了 n 倍(n 是图像矩

阵的列数)，若能减小 n 也就减小了计算量。在

SR2DLDA中，样本图像的SR矩阵的列数 ( )n st= 取

决于抽样间隔 s 与 t 的大小，只要 s 与 t 取得小，每

个样本图像 iA 对应的 SR 矩阵 iA 就有很小的列数。

因此，当 s 与 t 很小时，可直接将核方法嵌入到

SR2DLDA 中，这就是 SR2DKDA-I 算法。 
将样本图像 iA 对应的 SR 矩阵 iA 按列分块为

1 2( , , , )n
i i i i=A a a a ，经Φ 映射到特征空间中的 SR

矩 阵 为 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))n
i i i iΦ Φ Φ Φ=A a a a ， 则

SR2DKDA-I 的核样本矩阵为 
T

1

T
2

T

T

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) , 

( ) ( )

                 =1,2, ,

i

iK
i i

N i
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   (16) 
其中 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))NΦ Φ Φ Φ=A A A A 。核样本矩阵

K
iA 为nN n× 矩阵，将其代入式(11)与式(12)得到的

核类间与类内度量矩阵都是nN 阶方阵，当n 很小

时，SR2DKDA-I 的计算量将大为减小。 
类似于 SR2DLDA，当 1s t= = 时，SR2DKDA- 

I 就是 KDA；当 1,s t n= = 时，它是基于列的

2DKDA；当 , 1s m t= = 时，它是基于行的 2DKDA。 
4.2 SR2DKDA-II 

当 s 与 t 较大时，SR2DKDA-I 在计算上仍存在

困难，这时可将 F2DKDA 的做法应用到 SR2DKDA 
-I 上。式(16)已将 SR2DKDA-I 的核样本矩阵

K
iA 分

成 N 个子块，每个子块都是n 阶方阵。依次取每个

子块的对角元组成式(17)的矩阵 

{ }
{ }

{ }
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T
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T
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T
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其中Diag( )A 表示以方阵A的对角元为元素的行向

量。以 ( 1,2, , )F
i i N=A 为核样本矩阵实施 2DKDA，

就是 SR2DKDA-II 算法。类似于 F2DKDA，

SR2DKDA-II 的 核 样 本 矩 阵
F
iA 实 质 上 是 以

SR2DKDA-I的核样本矩阵
K
iA 的第 1个子块的对角

元为起点的n n× 抽样重组矩阵。 
不难看出，SR2DKDA-II 的核样本矩阵

F
iA 是

N n× 阶的，将其代入式(11)与式(12)得到的核类间

与类内度量矩阵都是 N 阶方阵，大小与 SR 矩阵的

列数无关。 
4.3 SR2DKDA-III 

SR2DKDA-II 核样本矩阵仅是 SR2DKDA-I 核
样本矩阵的以对角元为起点的抽样重组矩阵，这是

一种不完全的抽样重组，必有识别信息丢失，从而

影响 SR2DKDA-II 的识别性能。 
为克服 SR2DKDA-II 的不足，可对 SR2DKDA- 

I 核样本矩阵
K
iA 进行完全抽样，即以

K
iA 的第 1 个

子块的所有点为起点进行n n× 下抽样并重组成矩

阵。以此矩阵作为核样本矩阵实施 2DKDA，就是

SR2DKDA-III 算法。SR2DKDA-III 的核样本矩阵

为 

{ }
{ }

{ }

Vec

Vec

Vec

TT
1

TT
2

TT

( ) ( )

( ) ( )
, 1,2, ,  

( ) ( )

i

iC
i

N i

i N

Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

A A

A A
A
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 (18) 

其中Vec( )i 表示矩阵的列拉直运算。 
SR2DKDA-III 的核样本矩阵

C
iA 是 2N n× 阶

的，将其代入式(11)与式(12)得到的核类间与类内度

量矩阵都是 N 阶方阵，大小与 SR 矩阵的列数也无

关。与
F
iA 相比，

C
iA 的列数要大得多，因而

SR2DKDA- III 算法的计算量要大于 SR2DKDA-II
算法；但它们的核度量矩阵都是 N 阶方阵，因而计

算 量 要 远 小 于 SR2DKDA-I 算 法 。 又 由 于

SR2DKDA-III 是完全抽样重组，并无多少信息损

失，因此其识别性能将优于 SR2DKDA-II 算法。 
4.4 SR2DKDA＋CPCA 

在 SR2DKDA-III 中， T ( 1,2, ,CC
i i i= =B Q A  

)N 就是所要提取的识别特征，它是 d× 2n 矩阵，当

d,n 较大时，识别过程中的计算量会很大。为减少

计算量，可对识别特征进行完全 PCA (Complete 
PCA, CPCA)降维[8]。 

将识别特征 ( 1,2, , )C
i i N=B 拉直成 d 2n 维向

量，记为
C
ib ，则其总体协方差阵为 

T

1

( )( )
N C Cb C C

t i i
i=

= − −∑S b b b b    (19) 

其中
C
b 为总体均值。所谓 CPCA 降维，是指由总体

协方差阵
b
tS 的所有非零特征值对应的单位特征向

量来组成降维变换矩阵P，对
C
ib 作变换 

T ,  1,2, ,CC
ii i N= =y P b      (20) 

则 C
iy 就是原始图像 iA 经 SR2DKDA-III＋CPCA后

的识别特征。CPCA 是无监督的降维方法，且是以
b
tS 的所有非零特征值对应的特征向量来组成降维

变换矩阵，因此 SR2DKDA-III＋CPCA 的识别效果

一般与 SR2DKDA-III 相同。 
实际上，CPCA 降维对 SR2DLDA、SR2DKDA- 

I 和 SR2DKDA-II 也适用。为方便计，如无特别说

明，以下提到 SR2DLDA 和 SR2DKDA 均指

SR2DLDA＋CPCA 和 SR2DKDA＋CPCA。 

5  实验  

为验证 SR2DKDA 算法的有效性，将分别在

ORL 人脸库和 UMIST 人脸库上进行实验。核函数

采用高斯函数κ(x,y) = 2exp( / )σ− −x y ，其中σ 是

核参数。分类器采用最近邻，以余弦距离作为距离

度量。 
5.1 ORL 人脸库 

ORL 人脸库(http://www.uk.research.att. com 
/facedatabase.html) 含有 40 个人的 400 幅图像，

每人 10 幅不同的图像，有光照条件、脸部表情、脸

部饰物(如眼镜、胡须等)以及脸部轻微左右运动等

的变化，图像都为 112×92 像素。 
实验时，每人随机取 5 幅共 200 幅图像作为训

练集，余下 200 幅图像作为测试集。做 10 轮实验，

取 10 轮结果的平均作为最后的结果。投影轴个数 
(即降维变换矩阵 Q 的列数)皆取为 c-1，表 1 给出

了实验结果。核参数
Tmean{Diag( )}σ = A A ，其中

mean{}⋅ 表示向量均值， 1 2( , , , )N=A A A A ， iA 是

样本图像 iA 的 SR 矩阵。 
5.2 UMIST 人脸库 

UMIST人脸库 (http://images.ee.umist.ac. uk 
/anny/database.html)含有 20 个人的 577 幅图像，

每人有 20～48 幅图像不等。从该网站中可得到修剪

过的图像，分辨率为 112×92。每个人的脸像都有一

系列从侧面到正面的姿态变化，个体间也有种族、

性别及外观的变化。 
采用外插式实验策略，取每人的前 10 幅共 200

幅图像作为训练集，余下的 377 幅图像作为测试集。

为方便下采样，将每幅图像的左右两列修剪掉，使

图像的分辨率为 112×90。表 2 给出了识别结果，核

参数
Tmax{Diag( )}σ = A A 。 
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表 1 ORL 人脸库上的识别率(%) 

s×t 1×1 2×2 4×4 8×4 14×4 1×92 112×1 

SR2DLDA 96.25 96.90 96.65 97.25 97.40 95.40 95.05 

SR2DKDA-I 96.90 97.20 96.95 － － － － 

SR2DKDA-II 96.90 96.85 96.85 96.85 96.95 95.80 96.70 

SR2DKDA-III 96.90 97.30 97.55 97.25 97.05 93.80 96.20 

表 2 UMIST 人脸库上的识别率(%) 

s×t 1×1 2×2 4×6 8×6 14×6 1×90 112×1 

SR2DLDA 70.56 72.41 77.72 74.80 68.97 53.58 48.54 

SR2DKDA-I 71.09 70.82 － － － － － 

SR2DKDA-II 71.09 73.47 74.01 69.50 73.21 62.07 71.09 

SR2DKDA-III 71.09 71.62 78.25 74.80 72.41 55.44 75.33 

 
5.3  实验结果分析 

从表 1 和表 2 的实验结果可以看出：当 s 与 t
很小时，3 种 SR2DKDA 都可实施；当 s 与 t 较大

时，SR2DKDA-I 虽然无法实施，但 SR2DKDA-II
与 SR2DKDA-III 仍可实施，这体现了 SR2DKDA
算法在计算上的可行性。虽然 SR2DKDA-II 算法有

识别信息的损失，但其识别率仍高于 2DLDA 和

LDA，这体现了 SR2DKDA-II 算法的有效性。两个

人脸库上的最高的识别率都出现在 SR2DKDA-III
算法中，这与之前对 SR2DKDA-III 算法的分析是

一致的。 
为比较 3 种 SR2DKDA 算法的计算量大小，表

3给出了各种算法在ORL人脸库上当 4s t= = 时的

运行时间，实验用 matlab 编程，运行时间是 10 轮

实验的总时间。结果表明，SR2DKDA-I 算法需要

的计算时间远大于其它算法，而 SR2DKDA-III 算

法需要的计算时间比 SR2DKDA-II 算法略大一些。 

表 3 ORL 人脸库上的运行时间(s) 

算法 SR2DLDA 
SR2DKDA 

-I 
SR2DKDA 

-II 
SR2DKDA 

-III 

4×4 55.3 3608.9 250.4 278.2 

 

6  总结 

本文针对 2DKDA 在计算上的困难，将图像抽

样重组的思想与 2DKDA 结合起来，提出了 3 种

SR2DKDA 算法，它们在计算量上都明显小于

2DKDA。不仅如此，它们的识别性能都优于线性算

法 LDA 与 2DLDA。在 ORL 和 UNIST 人脸库上的

实验验证了这一点。 
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