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最小二乘法重构 r 重平移不变子空间采样的研究 
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摘  要：该文根据 r 重平移不变子空间采样模型，提出了一种基于最小二乘法的 r 重平移不变子空间采样重构方法，

并且获得了重构滤波器的频域表达式；同时利用 Hilbert 空间投影理论分析了重构误差；最后，以调幅信号为例，

验证了最小二乘法重构 r 重平移不变子空间采样的可行性。 
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Studying on Reconstruction Sampling in Shift-Invariant Subspace 
 with Multiplicity r from Least Squares Method 
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(College of Automation,University of Electronic Science and Technology of China, Chengdu 610054, China) 

Abstract: According to the model of sampling in shift-invariant subspace with multiplicity r, this paper proposes a 
reconstruction method of sampling in shift-invariant subspace with multiplicity r based on least squares method, 
moreover, obtains the reconstruction filter’s frequency expression . And the reconstruction error is analyzed from 
the projection theory of Hilbert space. Finally, with amplitude modulation signal as example, the reconstruction 
method of sampling in shift-invariant subspace with multiplicity r based on least squares method is proved by 
simulation, the results show that the reconstruction algorithm is effective. 
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1  引言  

传统的采样理论为限带信号提供了有效的采样

方式。在数学上，传统的采样与重构过程是将限带

信 号 投 影 到 平 移 不 变 空 间 span{sinc(V x=  
)}k Zk ∈− [1]。随着信号复杂性的提高，近年来，将传

统的采样理论推广到了平移不变空间[2]，Hilbert 空

间[3]，多分辨率信号空间[4]等。Unser 等人在样条函

数空间上逼近信号，消除采样中由于抗混叠滤波器

非理想所引起的误差[5]；Eldar 等人在 Unser 研究基

础上将样条函数空间推广到更一般的平移不变空间

span{ ( )}k ZV x kϕ ϕ ∈= − [6]，并且对其误差进行了分

析；另外，Vidyanathan 等人利用样条函数表示非

限带信号[7]，然后通过非均匀采样、微分采样实现非

限带信号采样。上述研究都是建立在单一空间中，

然而，实际采样信号通常是联合子空间上的信号，

因此，Do 等人建立了信号在联合子空间的采样理 
论[8]，为复杂信号采集提供了更有效的方法，其中重

                                                        
2008-12-02 收到，2009-05-04 改回 

国家自然科学基金(60772145)和新世纪优秀人才支持计划(NCET- 

06-0808)资助课题 

点分析了采样空间的选择，从而为联合子空间采样

提供了理论的指导。本文在 Do 的研究基础上，将

最小二乘法应用于 r 重平移不变子空间采样中，实

现采样重构；同时针对于最小二乘法引进的重构误

差进行了分析；最后通过实例对最小二乘法重构 r
重平移不变子空间采样的可行性进行了验证。 

2  r 重平移不变子空间采样模型 

设 T
0 1 1( ) [ ( ), ( ), , ( )]rt t tϕ ϕ ϕ −=tΨ 是 r 重生成函

数，定义空间V 为 
1

2

0

[ ] ( ) : [ ]
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i i i
i n Z

V c n t nT c n lϕ
−

= ∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= − ∈⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∑  

则称V 是 ( )tΨ 生成的 r 重平移不变子空间。如果函

数序列 0,1, , 1,{ ( )}i i r n Zt nTϕ = − ∈− 对于任意 ( )x t V∈ ，

存在两个正常数 A 和 B( 0 A B< ≤ <∞ )使得 
1 22 2

0

( ) ( ), ( ) ( )
r

i
i n Z

A x t x t t nT B x tϕ
−

= ∈
≤ − ≤∑∑  

则称 0,1, , 1,{ ( )}i i r n Zt nTϕ = − ∈− 组成子空间V的一个框

架。 
现将信号 ( )x t 由平移不变子空间 V 逼近，为分

析方便，称 r 重平移不变子空间 V 为重构空间，其



2650                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 31 卷 

逼近形式如式(1)所示。 
1

0

( ) [ ] ( )
r

i i
i n Z

x t c n t nTϕ
−

= ∈
≈ −∑∑         (1) 

对于 r 重平移不变子空间采样则是获取信号

( )x t 在空间V 中系数序列 0,1, , 1,{ [ ]}i i r n Zc n = − ∈ ，为了实

现 r 重平移不变子空间采样，首先构建 L 重平移不

变子空间W 作为采样空间，且空间W 的框架为

0,1, , 1,{ ( )}k k L n Zh t nT = − ∈− ， 接 着 以 { (kh t −  

0,1, , 1,)}k L n ZnT = − ∈ 作为采样函数对信号进行采样，其

采样结构如图 1 所示。 

 

图 1 采样结构 

根据图 1 结构，采样数据可由式(2)所描述。 
[ ] ( ), ( )   0,1, , 1k kd n x t h t nT k L= − = −    (2) 

分析式(2)可知，采用空间 W 对信号进行采样，等

效于将信号投影到空间 W 中，然而实际采样需获取

的是信号在空间V 中系数序列 0,1, , 1,{ [ ]}i i r n Zc n = − ∈ ，因

此需增加一个算子 :T W V→ 实现W空间与V空间

的转换，定义算子 :T W V→ 为重构算子或重构滤

波器。根据上述分析可构建 r 重平移不变子空间采

样模型如图 2 所示。 
按照图 2 所示的 r重平移不变子空间采样结构，

r 重平移不变子空间采样首先将信号 ( )x t 投影到采

样空间 W 中获得 ( ( ))WP x t ( WP 为投影算子)，然后再

由 ADC 采样信号 ( )x t 投影在空间 W 中的系数

0,1, , 1,{ [ ]}k k L n Zd n = − ∈ ，最后利用重构算子T 将信号从

W 空间转换到 V 空间；如果利用几何表示 r 重平移

不变子空间采样过程，其过程如图 3 所示，分析图

3 可知，算子T 选择将直接决定于 r 重平移不变子空

间采样的精度；本文将采用最小二乘法确定算子T 。 

 

图 2 r 重平移不变子空间采样模 

 

图 3 r 重平移不变子空间采样过程几何表示 

3  最小二乘法重构 

根据如图 2 所示的采样结构，选择最小二乘法

的目标函数为 
1 2

LS
0

[ ] [ ]
L

ii
i k Z

J d k d k
−

= ∈
= −∑∑         (3) 

式中， 0,1, , 1,{ [ ]}i i L n Zd n = − ∈ 为重构后信号 ( )x t 在空间

W 上的投影系数。 
按照 Parseral 理论，式(3)可变形为式(4)形式。 

( )( )

1 2
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∫ D D D Dω ω ω ω   (4) 

其中， ( )iD ω 、 ( )iD ω 分别是 [ ]id k 和 [ ]id k 的离散傅里

叶变换， ( )T0 1 1( ) ( ), ( ), , ( )LD D Dω ω ω−=D ω ， ( )D ω  
T

0 1 1( ( ), ( ), , ( ))LD D Dω ω ω−= 。 
根据 r 重平移不变子空间采样结构， ( )iD ω 的计

算表达式可由式(5)所示。 
1 1

,
0 0

( ) ( ) ( )

          ( 2 ) ( 2 )

r L

i j k j
k j

k i
l Z

D D G

l H l
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− −

= =
∗

∈

=

⋅ + +

∑∑

∑     (5) 

其中， ( )kΨ ω 为 ( )k tϕ 的傅里叶变换， , ( )k jG ω 是矩阵

( )G ω ( ( )G ω 为重构算子T 的傅里叶变换)第 k 行 j
列的元素， ( )iH ω 是 ( )ih t− 的傅里叶变换。 

将式(5)写成矩阵的形式如式(6)所示。 
( ) ( ) ( ) ( )= HD A G DΨω ω ω ω          (6) 

其中， ( )G ω 为 r×L 的矩阵； ( )HA Ψ ω 是一个 L×r
的矩阵，且第 i 行 k 列元素 ,{ ( )}i kHA Ψ ω 为 

{ } ,( ) ( 2 ) ( 2 )
i ki k

l Z

H l lω π Ψ ω π∗

∈
= + +∑HA Ψ ω  

将式(6)代入式(4)，目标函数式(4)变形为式(7)
形式。 

( )

( )

LS

H

( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( ) ( ) d

J
π

π−
= −

⋅ −

∫ H

H

D A G D

D A G D

Ψ

Ψ

ω ω ω ω

ω ω ω ω ω    (7) 

当目标函数式(7)最小值时，可求得重构算子T
的傅里叶变换 ( )G ω 的表达式如式(8)所示。 
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( )H H( ) ( ) / ( ) ( )= H H HG A A AΨ Ψ Ψω ω ω ω     (8) 

根据上面分析，式(8)则表示了采用最小二乘法

实现 r 重平移不变子空间采样重构时重构算子 T 的

频域表达式。 

4  误差分析 

首先定义 Hibert 空间中子空间 A 和 B 之间夹

角的余弦和正弦，其定义式分别由式(9)和式(10)所
示[9]。 

, 1
cos( , ) inf Bf A f

A B P f
∈ =

=           (9) 

, 1
sin( , ) sup B

f A f
A B P f⊥

∈ =
=         (10) 

根据图 3 所示的 r 重平移不变子空间采样过程

的几何表示，其重构后信号 ( )x t V∈ ，因此 r 重平移

不变子空间采样系统重构误差 ( ( ))e x t 满足式(11)关
系。 

2 2

22

2

( ( )) ( ) ( )

           ( ) ( ) ( )

           ( )

V V

V

e x t x t x t

P x t x t P x t

P x t

⊥

⊥

= −

= − +

≥    (11) 

由式(11)可知，
2

( )VP x t⊥ 是重构误差
2( ( ))e x t

的最小值；同时，结合图 3 所示的 r 重平移不变子

空间采样过程可获得 ( ( ))e x t 与 ( )VP x t⊥ 的关系如式

(12)所示。 
( ) ( ( ))V VP x t P e x t⊥ ⊥=           (12) 

根据式(8)所示的重构滤波器表达式，当信号

( )x t V W ⊥∈ ⊕ 时，采用最小二乘法重构 r 重平移不

变子空间采样重构后信号 LS( )x t 为 
LS( ) ( ( ))VWx t E x t⊥=            (13) 

其中， VWE ⊥ 表示为沿 W 垂直空间W ⊥ 投影到 V 空

间的算子。 
按照式(13)，最小二乘法重构误差 LS( ( ))e x t 的表

达式如式(14)所示。 
LSLS( ( )) ( ) ( ) ( ( ))W Ve x t x t x t E x t⊥= − =     (14) 

结合式(12)、式(14)以及两子空间夹角余弦值的

定义，可得
2

LS( ( ))e x t 的上界为 
2 22

LS( ( )) ( ) cos( , )Ve x t P x t V W⊥
⊥ ⊥≤    (15) 

根据式(11)，
2

( )VP x t⊥ 是重构误差的最小值，

再结合两子空间夹角正弦值的定义，则可得出
2

( )VP x t⊥ 与
2

LS( ( ))e x t 的关系如下。 
2 2 2

LS( ) sin( , ) ( ( ))VP x t V W e x t⊥
⊥ ≤     (16) 

结合式(15)和式(16)，最小二乘法重构误差
2

LS( ( ))e x t 的上界和下界如式(17)所示。 
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V

V
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⊥

⊥

⊥
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≤
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综合上述分析可得出最小二乘法的重构误差几

何描述如图 4 所示，分析图 4 可知，当信号 ( )x t 偏

离 V 空间越远，其重构误差越大。如果 ( )x t V∈ ，

则信号可通过最小二乘法完全重构。 

 

图 4 最小二乘法重构误差几何表示 

5  仿真与分析 

构建 2 重平移不变子空间采样系统，采样空间

W 的生成函数 0( )h t− 和 1( )h t− 如式(18)所示。 

0 1( ) ( ),   ( ) ( / 3)h t t h t t Tδ δ− = − = −     (18) 

重构空间 V 的生成函数 0( )tϕ 和 1( )tϕ ( sinc( )t  
(sin )/( )t tπ π= )分别为 

0
5

( ) sinc exp 2
6

t
t j t

T T
ϕ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠       (19) 

1
5

( ) sinc exp 2
6

t
t j t

T T
ϕ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠      (20) 

2 重平移不变子空间采样系统以采样周期 sT =  
810  sT −= 对信号 

( )

8 8

8 8
0 1

( ) (1 )2 sin(2 2 10 /3)cos(2 10 /3)
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∈
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进行采样，其中 

其他

其他

8

0

8 8

1

10
1,  0,

3( )
0,  

10 2 101,  ,
3 3( )

0,  

t
s t

t
s t

−

− −

⎧ ⎡ ⎤⎪⎪ ⎢ ⎥∈⎪⎪ ⎢ ⎥= ⎨ ⎣ ⎦⎪⎪⎪⎪⎩
⎧ ⎡ ⎤⎪ ×⎪ ⎢ ⎥∈⎪⎪ ⎢ ⎥= ⎨ ⎣ ⎦⎪⎪⎪⎪⎩

 

然后采用最小二乘法重构 2 重平移不变子空间

采样，重构后相对误差( 2 2
LS( ( )) / ( )e x t x t )与式(21)

中α值关系如图 5 所示。分析图 5 可知，当 0α = 时，

相对误差接近于零；接着，随α增加而增加，其增

加速度也随α增加而增加。图 5 中增加趋势与第 4 
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图 5 重构相对误差与 α 的关系 

节分析的极其相似。 
为了进一步分析最小二乘法重构的失真情况，

将重构后波形与原信号波形进行对比，当α = 0、
0.25、0.5、0.75 时重构波形分别如图 6 中的 6(a)、
6(b)、6(c)、6(d)图所示，其中“虚线”为重构波形，

“实线”表示原信号波形。分析图 6 中 4 个图可得，

α= 0 时，重构失真非常小，信号可完全重构。接

着随α增加，信号失真越来越严重。从而进一步验

证了当信号 ( )x t 偏离 V 空间越远，其重构误差越大

的结论。 

 

图 6 最小二乘法重构波形 

6  结论 

根据信号在 r重平移不变子空间中近似表达式，

建立起了 r 重平移不变子空间采样模型；同时针对 

于 r 重平移不变子空间采样的重构提出了一种基于 
最小二乘法的重构方法；并且，对最小二乘法重构

r 重平移不变子空间采样所引进的误差进行了详细

的分析，得出了信号偏离重构空间 V 越远，重构误

差越大的结论；最后通过实例验证了重构误差随信

号偏离重构 V 空间距离增加而增大，只有当信号在

重构空间 V 中时，才可实现完全重构。 
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