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基于高阶累积量矩阵组正交联合对角化的高分辨方位估计方法 

宋海岩    朴胜春 
(哈尔滨工程大学水声技术国家级重点实验室  哈尔滨  150001) 

摘  要：该文提出了一种基于高阶累积量矩阵组正交联合对角化的高分辨方位估计方法。该方法构造了一组高阶累

积量矩阵共同来辨识阵列流型矩阵的列空间，进而进行 DOA 估计。并通过对高阶累积量矩阵组进行联合对角化，

得到联合对角化矩阵和对角化后的矩阵组，并重新定义了空间谱。新方法可以处理相干声源，适用于有色噪声环境，

且较仅使用单个高阶累积量矩阵的算法具有更高的分辨力，更低的均方根误差和更高的鲁棒性。 
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DOA Estimation Method Based on Orthogonal  
Joint Diagonalization of High-order Cumulant 

Song Hai-yan    Piao Sheng-chun 
(National Laboratory of Underwater Acoustic Technology, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: A new DOA estimation method based on orthogonal joint diagonalization of high-order cumulant is 

proposed. The high-order cumulant matrices are jointly utilized to DOA. Through processing high-order cumulant 

matrices by the new technique of orthogonal joint diagonalization, the spatial spectrum can be defined by both 

joint diagonalization matrix and a set of diagonal matrices. This method is also proved to process the coherent 

sources, and can be used in the colored noise environment. Compared to cumulant-based method using single 

high-order cumulant matrix, the proposed method has the higher resolution, lower RMSE and stronger robust. 
Key words: Singal processing; Underwater acoustic signal; High-order cumulant matrices; Orthogonal joint 
diagonalization; Jacobi rotation; DOA estimation 

1  引言  

联合对角化最早是为了解决盲信号分离而提出

的 [1 6]− 。这一新的数学问题广泛存在于时延估计、

频率估计、盲波束形成、近场多参数联合估计[7]以及

多输入多输出(MIMO)盲均衡以及盲 MIMO 系统辨

识中，并已获得诸多成功的应用。 
本文利用正交联合对角化这一数学工具，提出

了一种新的相干源空间谱估计方法。传统方法仅是

对单一高阶累积量矩阵进行处理，而该方法则是构

造了多个高阶累积量矩阵共同来辨识阵列流型矩阵

的列空间，进而进行 DOA 估计。新方法的突出优

点在于：对一组高阶累积量矩阵同时进行联合对角

化，可有效地抑制高斯噪声的影响。进一步研究了

针对联合对角化结构的空间平滑方法，使新方法适

用于相干声源。该方法具有更高的分辨率，更低的
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均方根误差，更好的鲁棒性。文中通过数值仿真及

实验数据分析证明了该方法的正确性和有效性。 

2  联合对角化结构分析 

2.1 信号模型 
考虑M 元均匀线列阵，阵元间距为d ，接收空

间N 个频率为 nf ，波达方向为 nθ ( 1,2, , )n N= 的远

场窄带平面波信号，水中声速为c 。接收信号的复

信号表示为 
( ) ( ) ( )t t t= +X AS N           (1) 

其 中 T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt x t x t x t=X ， 1( ) [ ( ),t s t=S  

T
2( ), , ( )]Ms t s t 和 T

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt n t n t n t=N 分别

表示 t 时刻的基阵接收信号矢量、信号矢量和噪声矢

量。 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Nθ θ θ=A a a a 为M N× 维基阵方向

矢量矩阵， 2 sin / 2 ( 1) sin / T( )=[1, , , ]n n n nj f d c j f M d c
n e eπ θ π θθ −a

为 1M × 维方向矢量。 T( )i 表示转置运算。 
2.2 高阶累积量矩阵组联合对角化结构 

本文应用的高阶累积量矩阵组是由四阶累积量
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来定义的，由四阶累积量的定义可知： 
* * * *

* * * *

* *

( , , , ) Cum( , , , ) [ ]

               [ ] [ ] [ ] [ ]

               [ ] [ ],  (1 , , , )

x i j k l i j k l

i j k l i l k j

i k l j

i j k l x x x x E x x x x

E x x E x x E x x E x x

E x x E x x i j k l M

κ = =

− −

− ≤ ≤  (2) 

其中 *( )i 表示共轭运算。 
则M M× 维高阶累积量矩阵组中的 ( , )k l 号矩

阵 , ( , )k l i jC 的第 i 行第 j 列的元素定义为 
 * *

, ( , ) ( , , , ) Cum( , , , )k l x i j k li j i j k l x x x xκ= =C     (3) 

则总共可以构造出M M× 个M M× 维的高阶

累积量矩阵，且只有 ( 1)/2M M + 个含有不同统计信

息，则完整的高阶累积量矩阵组可以表示为 ,{ |k lC  
1 }k l M≤ ≤ ≤ 。 

为了更清晰的分析这一算法，在此忽略噪声的

影响。由于四阶累积量可以完全抑制高斯噪声，因

此这一假设是合理的。则基阵信号X和源信号S 之

间存在以下的关系： 
* *

, , , , ,, , , , ,
( , ) ( , , , )

                (1 , , , )
k l s i j k lk l

i j a a a a

N
α β γ δα β γ δ

κ α β γ δ

α β γ δ

=

≤ ≤
∑C

 (4) 

其中 ,ia α 为A中第 i 行第α列的元素。 
进一步写成矩阵形式为 

H
, ,( , ) ( , )k l k li j i j=C AG A                   (5) 

*
, , ,, , , , ,
( , ) ( , , , )k l k s lk l

a aγ δα β γ δ
γ δ κ α β γ δ=∑G      (6) 

其中 H( )i 表示共轭转置运算。 
由式(5)可知，所有的高阶累积量矩阵组中的每

个矩阵与阵列方向矢量矩阵A张成相同的列空间。

因此可以同时由多个累积量矩阵来辨识阵列流型矩

阵A的列空间，进而进行 DOA 估计。由于高阶累

积量矩阵组利用了更多的统计信息，因此可以获得

比仅使用单个高阶累积量矩阵的算法更好的性能。 
式(5)可以写作以下的联合对角化结构[8]： 

H
, ,k l k l=C UD U                         (7) 

其中 ,{ | 1 }k l k l M≤ ≤ ≤C 为 M M× 维高阶累积量

矩阵组， ,{ | 1 }k l k l M≤ ≤ ≤D 为M M× 维对角矩阵

组，U 为M M× 维联合对角化矩阵。 
2.3 相干源联合对角化结构 

在水声信道中，由于声散射和多途效应等因素

的影响，相干信号普遍存在。由于信号源相关将导

致 ,k lC 的秩亏缺，解决秩亏缺的有效方法是采用空

间平滑。 
设分块子阵数目为 p，每个子阵的阵元数为m ，

即有 1m M p= − + 。空间平滑本质上是对各子阵相

关矩阵的平均处理，因此空间平滑处理并未破坏数

据的子空间结构。 
本文采用双向空间平滑算法对拥有总共

( 1)/2M M + 个子矩阵的M M× 维高阶累积量矩阵

组 ,{ | 1 }k l k l M≤ ≤ ≤C 进行解相干处理。假设分块

子阵数目的选择使得空间平滑后的高阶累积量矩阵

组 ,{ | 1 }'fb
k l k l M≤ ≤ ≤C 满足满秩条件，有 

( )
, ,

1

1 p
' q'f

k l k l
qp =

= ∑C C                 (8) 

( ) *
, ,

1

1
( )

p
' q'b

k l m mk l
qp =

= ∑C J C J          (9) 

           , , ,
1 ( )
2

'fb 'f 'b
k l k l k l= +C C C             (10) 

其中 1,2, ,q p= 为子阵标号，上标 fb 表示双向空间

平滑，上标 f 表示前向平滑，上标 b 表示后向平滑，

mJ 为m m× 维反对角线为 1 的置换矩阵。 
仅考虑矩阵运算的性质，空间平滑后的高阶累

积量矩阵组的联合对角化结果相当是式(7)的降维

结构，且空间平滑后得到的对角化矩阵仍然包含了

信号子空间和噪声子空间的全部信息。忽略具体的

空间平滑方法并省略上标，得到表征空间平滑后的

高阶累积量矩阵组的联合对角化问题的简化数学表

达式： 
             H

, ,
' ' '
k l k l'=C UD U              (11) 

其中 ,{ | 1 }'
k l k l M≤ ≤ ≤C 为m m× 维高阶累积量矩

阵组， ,{ | 1 }'
k l k l M≤ ≤ ≤D 为m m× 维对角矩阵组，

'U 为m m× 维联合对角化矩阵。 

3  正交联合对角化方法 

本文应用基于 Jacobi 旋转的正交联合对角化方

法求解 'U ，将m m× 维矩阵组的联合对角化问题转

化成一系列m m× Jacobi 旋转问题， 'U 最终可表示

为一系列m m× Jacobi 旋转矩阵的乘积[9]。 
考虑式(11)所示的联合对角化问题，可以通过

求解以下的优化问题得到联合对角化矩阵 'U 和对

角矩阵组 ,{ | 1 }'
k l k l M≤ ≤ ≤D 。该优化问题是使以

下目标函数最小化： 
,

2H
. ,, F

( ,{ | 1 })

   

'
k l

' ' '
k l k lk l

J ' k l M

'

≤ ≤ ≤

= −∑
U D

D U C U           (12) 

可以证明，联合对角化问题等价于求解以下的

约束最大化问题[10,11]： 

      
H

, ,,
H H

max || diag( ) ||

s.t.

' ' '
k l k lk l

' '

'

' '

⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= = ⎪⎪⎭

∑ D U C U

U U UU I
    (13) 

考虑编号为 ( , )ς ξ 的某一次 Jacobi 旋转，其中

1,2, , 1mς = − ， 1, 2, ,mξ ς ς= + + 。设 m m×  
Jacobi 旋转矩阵 ( , , )ς ξ θg 表示为 
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1 0 0 0

0 0

( , , )
0 0

0 0 0 1

c s

s c

ς

ς ξ θ
ξ

ς ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

g
  (14) 

其中 θ 为旋转角度， cos ,  sinς θ ξ θ= = 。 
对应于 ,

'
k lC 中相应第 ς 行第 ξ 列的元素表示为 

( ) ( )
, ,

,

( ) ( )
, ,

0 0 0 0

0 0

( , )

0 0

0 0 0 0

k l k l

'
k l

k l k l

a a

a a

ςς ςξ

ξς ξξ

ς

ς ξ
ξ

ς ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C
 (15) 

则式(13)的优化问题等价于在每一次的m m×  
Jacobi 旋转中使得 

,,

H
,,

max || diag( ( , )) ||

 max || diag( ( , , ) ( , ) ( , , )) ||

'
k lk l

'
k lk l

ς ξ

ς ξ θ ς ξ ς ξ θ=

∑
∑

D

g C g (16) 

记 , ( , )'
k l ς ξC 中的元素为 ( )

,k la ςς ， ( )
,k la ςξ ， ( )

,k la ξς 和 ( )
,k la ξξ ，

, ( , )'
k lD ς ξ 中的元素为 ( )

,k lb ςς ， ( )
,k lb ςξ ， ( )

,k lb ξς 和 ( )
,k lb ξξ 。则式(16)

等价于： 

( ) ( )( )2 2( ) ( )
, ,,

max k l k lk l
b bςς ξξ+∑             (17) 

由于 ( ) ，
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , ,2 + = + +k l k l k l k l k l k lb b b b b bςς ξξ ςς ξξ ςς ξξ−  

并且迹 ( ) ( )
, ,k l k lb bςς ξξ+ 是相对于酉不变的，所以最优化问

题等价于 

( )2( ) ( )
, ,,

max k l k lk l
Q b bςς ξξ= −∑            (18) 

经过旋转后 ( )
,k lb ςς 和 ( )

,k lb ξξ 有以下关系式： 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
, , , , ,k l k l k l k l k lb c a s a csa csaςς ςς ξξ ςξ ξς= + − −    (19) 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
, , , , ,k l k l k l k l k lb c a s a csa csaξξ ξξ ςς ςξ ξς= + + +    (20) 

式(19)减去式(20)后得到 

( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
, , , ,

( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

( )

               2

            cos(2 ) sin(2 )

sin(2
            + ,

k l k l k l k l

k l k l

k l k l k l k l

k l k l k l k l

b b a a c s

a a cs

a a a a

a a a a

ςς ξξ ςς ξξ

ςξ ξς

ςς ξξ ςξ ξς

ςξ ξς ςς ξξ

θ θ

− = − −

− +

= − − +

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
)

cos(2 )

θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(21) 

若 令
( )
( )

( ) ( )
, ,

, ( ) ( )
, ,

( , )
k l k l

k l
k l k l

a a

a a

ςξ ξς

ςς ξξ
ς ξ

⎡ ⎤− +⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
u ， ( , )ς ξ =v  

sin(2 )

cos(2 )

θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，则有 

2( ) ( ) T H
, ,, ,, ,

T H

= ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

                     ( , ) ( , )

k l k lk l k lk l k l
b bςς ξξ ς ξ ς ξ ς ξ ς ξ

ς ξ ς ξ

−

=

∑ ∑ v u u v

v GG v  

  (22) 

其中G 为 2 K× 矩阵，且有 ( 1)/2K M M= + ，
T( , )i jv ( , ) 1i j =v 。则目标函数Q 等价于 

          
T H

T
( , ) ( , )

( , ) ( , )
Q

ς ξ ς ξ
ς ξ ς ξ

= v GG v
v v

          (23) 

当 ( , )ς ξv 是与矩阵 HGG 的最大特征值对应的特

征向量时，Q 取最大值。并且由特征向量 ( , )ς ξv 可

以求解 Jacobi 旋转角 θ ，同时可以得到该次迭代的

Jacobi 旋转矩阵 ( , , )ς ξ θg ，以及每一步迭代后的最优

对角矩阵组。 
对空时矩阵组 ,{ | 1 }'

k l k l M≤ ≤ ≤C 实施一系列

的m m× Jacobi 旋转，即可实现对该矩阵组的联合

对角化，所有m m× Jacobi 旋转矩阵的乘积即是联

合对角化矩阵 'U ，迭代收敛时最后一步的 ,
'
k lD 即为

最优m m× 维对角矩阵组。由于 'U 中包含了信号子

空间和噪声子空间的全部信息，因此可以利用 'U 和

,
'
k lD 进行方位估计。 

设空时相关矩阵的联合特征值估计为 
       

,
( , ) ,  1,2, ,'

l kk l
D l l K l mλ = =∑    (24) 

若 '
lu 表示第 l 个特征值对应的特征向量，最终

得到联合对角化空间谱表示为 

0
'H ' ' H '

0 0
1

1
( )

1( ) ( )
m

l l
ll

P θ
θ θ

λ=

=
∑a u u a

      (25) 

4  仿真及实验研究 
4.1 数值仿真分析 

数值仿真 1  考察空间方位角靠的很近的双相

干声源的分辨能力。等间距线阵 4M = ，双相干声

源频率为 1 kHz，阵元间距 0.75d =  m，瑞利限约
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为 30 。双目标方向角 1 5θ = − 和 2 5θ = ，信噪比 8 
dB(以下均指阵列输入信噪比)，快拍数为 500。图

1(a)和 1(b)分别为白噪声和色噪声下，空间平滑

MVDR 方法与本文方法的空间谱估计效果对比图。 
由仿真结果可知，阵元数较少，目标靠得很近

的情况下，一般基于单一高阶累积量的方位估计方

法已无能为力，而本文研究的方法在白噪声及色噪

声背景下，均能正确估计目标方位，分辨力有了很

大的提高。 
数值仿真 2  200次Monte Carlo实验统计不同

信噪比条件下的双相干源方位估计的均方根误差。

阵元个数 4M = ，双目标方向角 1 10θ = − 和 2θ =  
10 ，快拍数为 500，信噪比从-5 dB 到 15 dB 变化。

图 2(a)和 2(b)分别为白噪声和色噪声下，不同信噪

比下的双相干源方位估计均方根误差的计算结果。 
数值仿真 3  200次Monte Carlo实验统计不同

快拍数下的双相干源方位估计的均方根误差。阵元

个数 4M = ，双目标方向角 1 10θ = − 和 2 10θ = ，

信噪比 10 dB，快拍数从 10 到 500 变化。图 3(a)和
(b)分别为白噪声和色噪声下，不同快拍数下的双相

干源方位估计均方根误差的计算结果。 
由数值仿真 2 和 3 可知，本文研究的联合对角

化方法，不论是在白噪声还是色噪色背景下，较一

般的方位估计方法性能均有了很大的提高，尤其是

在小快拍数和低信噪比条件下优势更加明显。在较

低信噪比条件下，新方法的均方根误差下降速度明

显改善，且新方法在 5 dB 信噪比时已具有和常规方

法在 12 dB 信噪比时相同的方位估计均方根误差。

在不同快拍条件下，新方法的均方根误差要低于常

规方法 0.4 左右。 
数值仿真 4  200次Monte Carlo实验统计算法

对阵列模型误差的鲁棒性。阵列模型误差的定义为 

         
2

[true] 2
|| ||

10 lg
|| ||

A F

F

δ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠A
           (26) 

双目标方向角 1 10θ = − 和 2 10θ = ，信噪比 10 

dB，阵列模型误差从-35 dB 到-20 dB 变化。图 
4(a)和 4(b)分别为白噪声和色噪声下，不同阵列模

型误差下的双相干源方位估计的均方根误差。 
由图 4 可知，白噪声和色噪声下，本文中的方

法的鲁棒性在不同信噪比条件下较一般的方位估计

方法均有了一定的改善。在阵列模型误差为-20 dB
时，新方法的方位估计的均方根误差要小于常规方

法约 1.3 ，且误差的上升趋势较缓。 
4.2 实验数据处理结果 

处理来自 16 基元水下前视成像系统的湖试数

据。信号频率 200 kHz，阵元间距为半波长，距离

基阵约 7.5 m 处设置两个反射体，利用两个目标的

回波信号进行空间谱估计。图 5 为湖试数据的时域

波形。图 6 为常规前视成像系统输出扇面。 
由图 6 可知，常规方法分辨力不足，无法区分

挨的很近的两个目标。进一步截取双目标位置处的

信号进行处理，对 MVDR 及本文研究的高阶累积量

联合对角化方法的方位估计性能进行对比研究。 
图7为MVDR及本文研究方法的空间谱输出对

比效果图，MVDR 仍无法区分双目标方位，而本文

研究的高阶累积量联合对角化方法可得到的双目标

方位角分别为 1 6.1θ = − 和 2 2.5θ = ，这与实际布放

情况吻合较好。 

5  结论 

本文研究了一种基于高阶累积量矩阵组正交联

合对角化的高分辨方位估计方法。该方法构造了多

个高阶累积量矩阵共同来辨识阵列流型矩阵的列空

间，进而进行 DOA 估计。该方法充分利用了联合

对角化矩阵包含方位矢量矩阵的全部子空间信息的

特性，由联合对角化矩阵和对角化后的矩阵组重新

定义空间谱。该方法具有更高的分辨力，更低的均

方根误差，更高的鲁棒性，并适用于色噪声环境。

本文得到了空间平滑下的联合对角化公式，使得该

方法能够对相干源进行处理。数值仿真及实验数据

分析证明了该方法的正确性和有效性。 

 

图 1 空间谱输出对比效果图 
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图 2 不同信噪比下的双相干源               图 3 不同快拍数下的双相干源         图 4 不同阵列模型误差下的双相干 

方位估计均方根误差曲线                   方位估计均方根误差曲线              源方位估计的均方根误差曲线 

 

图 5 湖试数据时域波形            图 6 常规前视成像系统输出扇面         图 7 MVDR 与本文方法对比效果图 
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