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基于随机矩阵理论的协作频谱感知 

王  磊    郑宝玉    李  雷 
(南京邮电大学信号处理与传输研究院  南京  210003) 

摘  要：认知无线电频谱共享技术在新一代无线通信网络中具有广泛的应用前景，频谱感知是其中最重要的环节。

该文提出了一种新的在多认知用户环境中，基于大维随机矩阵理论的协作频谱感知算法。充分利用随机矩阵的渐近

谱分布特性及小样本下最大特征值收敛特性来提高感知性能。理论分析和仿真结果均表明，新算法性能明显优于同

类算法和典型的能量检测算法。 
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Cooperative Spectrum Sensing Based on Random Matrix Theory 

Wang Lei    Zheng Bao-yu    Li Lei 
(Institute of Signal Processing and Transmission, Nanjing University of Posts and Telecom, Nanjing 210003, China) 

Abstract: Spectrum sharing of Cognitive Radios (CRs) has broad application prospects to the new generation of 
wireless communication networks. In multi-cognitive-user circumstance, using tools from asymptotic random 
matrix theory, a new cooperative scheme for frequency band sensing is proposed. The property of asymptotic 
spectrum distribution of random matrices and the convergence of the maximum eigenvalue with low samples are 
well considered. Theoretical analysis and simulations results show that the new algorithm is obviously 
outperforming congener algorithms and classical energy detection techniques. 
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1  引言  

在无线通信中，随着不同网络、不同业务和不

同接入方式的不断增长，其频谱资源越来越紧缺。

如何进一步提高频谱利用率，从而进一步提高系统

容量和通信服务质量是下一代无线通信亟待解决的

问题。认知无线电 CR(Cognitive Radio)频谱共享技

术是解决该领域问题的一个崭新的研究课题，在新

一代无线通信网络中具有非常广阔的应用前景。认

知无线电的认知循环中最基本的也是最初的步骤就

是感知频谱。目前感知方式可分为：发射机感知、

协作感知和接收机感知(即基于干扰温度的感知) 
等[1]。其中，协作感知能够减小阴影和多径衰落的影

响，提高感知率，因而受到普遍关注。 
最近，已有学者将大维随机矩阵理论应用于频

谱感知[2, 3]。随机矩阵理论(RMT)是研究大维随机矩

阵的经验谱分布函数在一定条件下特殊收敛性质的

相关理论[4]，现已被广泛应用于无线通信领域中，如

无线信道容量、阵列信号处理、接收机性能分析、
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通信系统设计等的各个方面。有关 RMT 在无线通

信领域应用的具体情况参见文献[4]。基于 RMT 的

频谱感知算法具有能够在噪声统计特性未知的情况

下成功感知的优点[3, 4]。 
2008 年初，Cardoso 等人在文献[2]中提出的一

种基于大维随机矩阵理论的协作频谱感知算法(以
下简称 LSC 算法)，该算法利用 M-P 律给出了大系

统情况下的频谱感知算法，但它在实际应用中采样

数较小的情况下性能不够理想。Zeng 等人提出了基

于大维随机矩阵理论的最大最小值特征值(MME)
算法[3]，该算法充分考虑了实际中采样数较小的问

题，它是一种非协作感知算法，仅研究了单个认知

用户的情况。 
本文在充分分析上述算法的基础上提出了一种

新的基于 RMT 的多用户协作频谱感知算法。新算

法是一种基于 RMT 的协作最大最小特征值频谱感

知算法(简称为 CMME 算法)，该算法保持了基于

RMT 能够在噪声统计特性未知的情况下成功感知

的优点，又充分利用多认知用户共享信息进行协作

认知来提高算法的性能，同时很好地解决了实际应

用中采样个数有限的问题。仿真结果表明，该算法

既克服了典型的能量检测(ED)等算法在噪声信息
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无法获得的情况下将不能工作的缺点，又克服了

LSC 算法必须工作在大样本情况下的缺点。实现了

算法在不需要噪声信息且只能获得小样本情况下的

多认知用户协作检测。 
本文其它部分组织如下：第 2 节给出系统模型

及算法；第 3 节对算法的阈值进行详细的理论分析；

第 4 节通过仿真详细分析算法性能；最后是结束语。 

2  系统模型及算法 

频谱感知的基本问题是在噪声环境中检测是否

有主用户信号存在。这在无线通信中是一个困难的

工作，尤其在经多径和衰落后信号功率很低，难于

检测。在基本的发射机检测中，接收信号假设模型

为 

( )
0

1

( ),
( )

( ) ( ),

n t H
y t

h t s t n t H

⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪ +⎪⎪⎩
        (1) 

其中 ( )y t 是在 t 时刻收到信号的采样值， ( )n t 是方差

为 2σ 的噪声(不一定是高斯噪声)， ( )h t 是衰落因子，

( )s t 是在 ( ) 2[ ] 0E s t ≠ 时噪声中混有的待检测信号，

0H 和 1H 分别表示噪声中没有信号情况和噪声中混

有信号的情况。另外，我们假定信道 ( )h t 在N 个采

样点是保持恒定的( )1, ,t N= " 。 
典型的能量检测(ED)方法是将收到的信号能

量与一个已知的根据噪声统计特性确定的阈值 TV
比较。这种方法的判决规则为 
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其中 ( ) 2[ ]E y t 是接收到的信号能量，阈值 TV 通常选

用噪声方差。这种方法的一个缺点是，必须事先知

道噪声分布或方差。而实际应用中难于准确获得

TV 。而基于 RMT 的算法突出优点正是可以在噪声

信息未知的情况下很好地进行检测。 
考虑图 1 所示情况：主用户与主基站之间通信

(图中黑色表示)。次基站 1 2{BS ,BS , ,BS }K" 协作感

知频谱是否空闲可用。为了进一步分析，假设： 
(1)K 个次基站之间信息共享。基站之间通过有

线高速传输来实现这一点，不占用无线资源； 

 

图 1 多认知用户的频谱感知环境 

(2)K 个次基站分析同一段频谱。 
这样可以得到如下由K 个基站的采样数据组成

的K N× 矩阵( ( )iy t 是基站 i 在时刻 t 的采样值)： 
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下面给出一种基于大维随机矩阵理论的新的协

作频谱感知算法。 
算法 1  协作最大最小特征值(CMME)频谱感

知算法。 
步骤1 进行信号采样获得式(3)并计算： 

( ) def H1N
N

=R YY  

步骤2 计算 ( )R N 的最大和最小特征值 maxλ
和 minλ ； 

步骤3 按下式计算判别阈值 γ ： 

( )
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2/ 3
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步骤4 按如下规则判决： 
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其中 0H 和 1H 分别表示噪声中没有信号的情况和噪

声中混有信号的情况。 
该算法既克服了 ED 等算法在噪声信息无法准

确获得的情况下将不能工作的缺点，又克服了 LSC
算法必须工作在大样本情况下的缺点。实现了无噪

声信息且只有小样本情况下的正常检测。下面对算

法中判决阈值 γ 的由来进行详细的说明。 

3  判别阈值 γ的理论分析 

RMT 与传统概率理论有所不同，在该理论体系

中称一个以随机变量为元素的矩阵为随机矩阵[5, 6]。

如果随机矩阵的维数趋于无穷，则称之为大维随机

矩阵。RMT 就是研究当大维随机矩阵的维数

, ,K N→ ∞ → ∞ 但 /K Nβ = 时，即该随机矩阵的

行数和列数趋于无穷大而它们的比值保持恒定时，

它的经验谱分布函数所呈现的许多确定矩阵所不具

备的优良特性 [4] 。该理论起源于核物理中对

Schrodinger 算子能量水平的研究，对矩阵维数比值

的限定是源于原子核能量水平在不同维度上增长速

度的限制[5]。上世纪 50 年代后该理论得到了较快发

展，近年来在无线通信中广泛应用，具体可参见文

献[4]。 
现假设噪声为零均值独立同分布，信号与噪声
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不相关，记 ( )NR 为收到信号的样本协方差矩阵，

即 

( ) def H1N
N

=R YY             (4) 

当N 很大时，可以认为样本协方差矩阵近似等于统

计协方差矩阵记为 ( )N ≈R R，该统计协方差矩阵

可视为大维随机矩阵。 
定义 1[5]  一个N N× 维Hermitian矩阵A的经

验累积分布函数(c.d.f)，即经验谱分布函数(ESD)，
可以定义为 

( ) ( ){ }
1

1
1

N
N

i
i

F x x
N

λ
=

= ≤∑A A         (5) 

这里 ( )iλ A 是随机矩阵A的特征值， { }1 i 是指示函

数。若 ( )NFA i 在N → ∞时收敛，相应的极限(渐近

ESD) 记为 ( )FA i 。 
定理 1(M-P 律)[5]  设随机矩阵H 中的元素满

足零均值独立同分布，方差为1/N ，则当 ,K → ∞  
,N → ∞ 且 /K Nβ = 时， HHH 的 ESD 几乎一定收

敛到 M-P 律，它的概率密度函数为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 211

2

x x
f x x

xβ
η η

β δ
πβ

+ +
+− − −

= − +  (6) 

这里 2 2
1 (1 )η σ β= − ， 2 2

2 (1 )η σ β= + ，分别为最

小特征值和最大特征值的收敛值，即 1 2[ , ]λ η η∈  其
中 2σ 为方差， ( )a +为 0 和a 中取大者， ( )xδ 为单位

冲击函数。 
根据大维随机矩阵理论，当矩阵元素分布不满

足上述条件时(如：有信号存在时将不满足零均值独

立同分布)，其最大特征值将大于上述收敛值 2η ，即

max 1 2[ , ]λ η η∉ 且 max 2λ η> 。Cardoso 等人所提出的

LSC 算法就是利用这一特性给出了大样本情况下的

频谱感知算法。这种情况下当噪声中有信号存在时，

max min 2 1/ /λ λ η η> ，利用该性质即可进行检测[2]。 
LSC 算法的缺点是只能适用于大样本情况，即

样本数趋于无穷大。而在实际中，我们只能获得有

限的采样点数。因此，样本协方差矩阵 ( )NR 可能

与统计协方差矩阵R差别很大。 ( )NR 的谱分布也

变得非常复杂 [7 9]− 。这样选择恰当的特征值比值的

阈值变得非常困难。尤其在低信噪比时算法的性能

对阈值的选择非常敏感。因此，我们研究适用于小

样本下判别阈值。 
记 dP 表示检测概率，即在假设 1H 情况下，算法

检测到有信号存在的概率。 faP 表示虚警率，即在假

设 0H 的情况下，算法检测到有信号存在的概率。很

明显，对于一个好的检测算法， dP 应该高并且 faP 应

该低。 dP 和 faP 大小根据具体应用而定。因为我们不

知道是否有信号存在，也不能获得所传信号的相关

信息，所以基于 dP 来研究感知算法是困难的。因此，

通常基于 faP 研究感知算法。在 0H 情况下，可用 nY 表

示收到了信号，它的样本协方差矩阵为 

( ) H1
n n nN

N
=R YY              (7) 

这是个特殊的 Wishart 随机矩阵[7]，它的联合概率密

度函数(PDF)已经研究出很多年，但是其表达式非

常复杂，而且没有找到特征值的边缘概率密度函数

的明确表达式。最近 Johnstone 和 Johansson 发现

了这类矩阵的最大特征值的分布[8, 9]，具体如下。 
定理 2 [10]  假设为实噪声，记 ( ) 2( / )N N σ=A  
( )n N⋅R , 2( 1 )N Kμ = − + 和 ( 1 )N Kν = − +  

1/ 3(1/ 1 1/ )N K⋅ − + 。假设 lim / =
N

K N β
→∞

, (0 β<  

1)< 。则有
( )( )max Nλ μ
ν

−A
收敛到 Tracy-Widom 第 

1 分布。 
定理 3 [10]  假设为复噪声，记 ( ) 2( / )N N σ=A  
( )nR N⋅ , 2=( )N Kμ′ + 和 ( )(1/N K Nν ′ = +  

1/31/ )K+ , lim /
N

K N β
→∞

=  ( )0 1β< < 。 则 有

( )( )max Nλ μ
ν

′−
′

A
收敛到 Tracy-Widom 第二分布。 

当N 很大时，μ和μ′，ν和 ν ′几乎相同，也就

是说，两种情况下最大特征值分布的均值和方差几

乎是一样的。但是它们的极限分布是不同的。 
Tracy-Widom 分布是由 Tracy 和 Widom 发现

的某些类型随机矩阵最大特征值的分布。记 1F 和 2F
为 Tracy-Widom 第 1 和第 2 分布的累积分布函数

(CDF)。因为没有明确表达式，通常情况下很难计

算它们，幸运的是，基于数值计算，现在有这些函

数的数值表可供查询[8]。表 1 列出了 1F 在某些点处

的值。可以通过逆函数 ( )1
1F y− 求一些点的值。例如

( )1
1 0.95 0.98F − = ， ( )1

1 0.9 0.45F − = 。 

表 1 Tracy-Widom 第 1 分布数值表[8] 

t  -0.39 -2.78 "  0.45 0.98 2.02 

1( )F t  0.01 0.10 "  0.90 0.95 0.99 

在定理 1 和定理 2 基础上，在根据前述随机矩

阵特征值收敛特性，我们就可以推导出 CMME 算

法阈值。考察实信号时算法的虚警率： 

( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )
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上式第 2 步是根据定理 2，其中 ( ) 2( / )A N N σ=  
( )nR N⋅ ，第 3 步根据定理 1 中特征值最小值的收敛

值。第 4 步也是根据定理 2，因此得到 

 
( )2
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N K

F P
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ν

⎛ ⎞⎟− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜− =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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即 
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N K
F P
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1
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N K
F P
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−
− −

= −     (10) 

将定理 2 中μ和 ν值代入式(10)得到算法的阈值，即

为 
定理 4  CMME 算法阈值 

( )
( )

( )
2 3

12
1 fa1 6

1
1 1

N K
F P

NK
ηγ
η

−

−
⎛ ⎞⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

  (11) 

其中 2η 和 1η 分别为定理 1 中的最大和最小特征值的

收敛值。 
对于复信号，推导过程的不同之处仅在于用定

理 3 代替定理 2，阈值中的函数 1F 用 2F 代替。 
在此基础上，可以得到 
定理 5  CMME 算法判别规则： 

 
其它

max
0

min

1

,
decision

,

H

H

λ γ
λ

⎧⎪⎪ <⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪⎩

       (12) 

其中 0H 和 1H 分别表示噪声中没有信号的情况和噪

声中混有信号的情况。 

4  仿真分析 

在瑞利衰落环境下进行频谱感知仿真来验证上

述 CMME 算法的性能。为了便于比较，我们同时

给出了在相同环境下文献[11,12]中的 ED 算法和文

献[2]中给出的 LSC 算法的性能仿真。按照第 2 节给

出的感知模型， ( )h t 满足方差为1/K 的瑞利多径衰

落。方差进行归一化是考虑到能量不要随基站数的

增加而无限增大。仿真中我们采用 10K = 个基站，

能量判决的阈值为 2
TV σ= ，并取多数基站判决结果

为协作判决总结果。特征值判决采用本文给出的规

则。 
图 2 给出了本文算法在基站数为 10K = ，信噪

比 SNR=.5dB 时，实际仿真得到的 max min/λ λ 与本

文给出的判别阈值的关系图。如图中所示，该阈值

随着采样数的不同(即矩阵维数不同)而动态调整，  

 

图 2 CMME 算法判别阈值的有效性 

从而保证了判别阈值的合理性。仿真的比值曲线在

算法阈值曲线的下方，也充分说明的判别阈值的有

效性。 
在预知噪声方差的情况下，可以使用传统的能

量检测算法。图 3 给出了本文算法与文献[11,12]中
能量检测在相同虚警率下算法性能的比较。如图中

检测正确率曲线所示，在相同条件下 CMME 算法

性能明显优于 ED 检测算法。而且在不能获得噪声

方差的情况下 ED 算法将完全失效，CMME 算法却

可以正常检测。可见 CMME 的算法无论是检测性

能还是算法适用范围都具有明显的优越性。 

 
图 3 CMME 算法与 ED 算法性能比较 

基于大维随机矩阵理论的算法的突出优点是在

不能获得噪声方差的情况下可以进行正常检测。图

4给出了噪声方差均未知情况下CMME算法与LSC
算法的性能比较。如图中所示，CMME 算法在信噪

比 2.5 dB 时检测正确率就已解近 100%，而 LSC 算

法要大于 6 dB 后才能达到该性能。在低信噪比时检

测性能优势更加明显，在信噪比-15 dB 时，CMME
算法检测正确率仍接近 60%，而 LSC 算法已低于

10%。可见 CMME 算法在小样本下仍然可以获得较

好的性能，而 LSC 算法在低信噪比小样本下性能急

剧下降。这充分说明了在小样本的情况下 CMME
算法的阈值选择是合理的，CMME 算法整体性能明

显优于 LSC 算法。 
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图 4 CMME 算法与 LSC 算法性能比较 

5  结束语 

本文提出了一种新的在多认知用户环境中基于

大维随机矩阵理论的协作频谱感知算法(CMME 算

法)。该算法既克服了 ED 等算法在噪声信息无法获

得的情况下将不能工作的缺点，又克服了 LSC 算法

必须工作在大样本情况下的缺点。实现了感知算法

在不需要噪声信息且只能获得小样本情况下的高性

能检测。在瑞利衰落环境中的仿真结果表明，新算

法性能明显优于同类算法和典型的能量检测算法。

该算法还具有一定普遍性，也可以应用到其它信号

检测或相关领域。 
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