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正弦信号的直接 FFT 参数估计与相位差分法对比研究 
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摘  要：该文研究了基于 FFT 的正弦信号参数估计问题，揭示了频率与初相估计间的相互联系，并对相位差分法

的估值误差公式进行了推导和仿真验证。两种算法的对比说明相位差分法运算量小，可以在不高的信噪比下获得彼

此独立的高精度参数估值，因此更加有利于工程的实现。 
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Abstract: This paper firstly studies parameter estimation issue directly based on FFT. Thereby, the relationship 
between the frequency and phase estimation is exposed. Subsequently, the estimation error formula of phase 
difference arithmetic are deduced and validated by computer simulation. The compare of two methods shows that 
phase difference arithmetic possesses lesser calculation quantity. Simultaneously, it can gain highly accurate, 
mutually independent parameter estimation under low SNR. So phase difference arithmetic is easy to realize in 
engineering field much more. 
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1  引言  

正弦信号的参数(频率或初相)估计在雷达、声纳

以及电子对抗等领域都有着极其广泛的应用。例如

在雷达探测中，回波的频率和初相估计精度直接决

定了被测物体的径向速度和距离测量精度。最直接

的正弦信号频率估计就是在信号 FFT 之后，首先搜

索到谱峰，再进一步运用对分法等迭代搜索算法以

得到频率的精确估计。在此基础上将频率估值代入

FFT 的计算式就可以得到对应的初相估计[1]。这种

方法的好处就是直接利用FFT的概念完成正弦信号

参数的估值，无需进一步复杂的推导和证明，直观

明了，但是在实际的工程应用中却不是最优的。这

是因为在此种算法中频率估计的误差直接影响初相

估计的精确性，而获得频率的精确估值就需要足够

多的迭代次数，这样就往往不能满足系统对实时性
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的要求。相位差分法是在 FFT 粗测结果上的进一步

校正，这种算法无需在频谱的最大和次大谱线间进

行频率的搜索，只需对采样点分组后进行两次 FFT
就可以在不高的信噪比下获得精度相当高的频率和

初相估值，而且初相和频率的估计精度是彼此独立

的，十分有利于工程的实现[2]。本文首先分析了直接

使用FFT进行参数估计时频率估计误差对初相估计

的影响，并利用数值分析的方法对实际工程中特定

频点的参数估值问题进行了研究，定量地给出了频

率和初相估值误差间的对应关系。文章第 2 节对高

斯白噪声环境中的相位差分参数估计算法进行了严

密的数学推导，得出了估值误差与采样点数和信噪

比之间严格的解析关系，利用 MATLAB 得到的仿

真结果证明了理论推导的正确性。两种算法的对比

说明相位差分法无需频率的迭代逼近，只需两次

FFT 就可以在不高的信噪比下获得彼此独立的高精

度频率和初相估值，在运算量上具有很大的优势，

尤其适用于实时性要求高的场合。 
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2  直接 FFT 参数估计 

设以采样率 1/Sf t= Δ 采样后的点频信号可以

表示为 

0( ) cos[2 ],  0,1, , 1s n f n t n Nπ θ= Δ + = −    (1) 

对 ( )s n 做 FFT，搜索到谱峰后再进一步运用对分迭

代等搜索算法得到频率的精确估值 0̂f ，并代入 FFT
的计算式，得 
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一般情况下 0f 和 0f 不相等，存在着一定的偏差，当

0 0/f f l= 时，真实的初相 
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可见当 0 0f f≠ ，即 1l ≠ 时，θ θ≠ 。由于从 θ 和 θ 的
表达式中很难直接得出频率估值误差与初相估值误

差之间明确的解析关系，所以只能用数值分析的方

法对某一特定频点的参数估计问题进行研究。 
已知某在研的多频连续波测距系统的主侧音和

第一匹配音分别为 236 MHz 和 220 MHz，下面就以

这两个频点为例，对直接利用 FFT 的参数估计问题

使用数值分析的方法进行深入的研究。基本的思路

如下：首先对信号序列做 FFT 并搜索到离散谱线的

最大值 0k 和次大值 0
'k ；以 0k 、 0

'k 为端点，运用对分

迭代搜索算法[3]，就可以进行频率的逼近搜索。算法

的基本流程如图 1 所示，其中 /Sf f NΔ = ，为 FFT
的频率分辨率； 0δ > ，为设定的频率估值误差。 

在不同的信噪比下，利用 MATLAB 实现频率

的迭代搜索和初相的计算 [4] ，当 /Sf f NΔ = =  
500 MHz/1024 时，迭代的频率估计误差和相应的相

位估计误差如表 1，表 2 所示。 
从表 1，表 2 可以看出，当迭代的次数不够，频

率偏差比较大时，信号的信噪比无论高低，初相估

值都存在很大的偏差，不具备使用价值；经过几次

迭代以后，频率估值逼近真实值，相应的初相估值

也逼近真实值，此时误差主要由信噪比决定。 

 

图 1 对分迭代搜索算法流程 

表 1 220 MHz 信号不同频率估计误差时的相位估计误差 ( )  

频率估计误差(kHz) 
 

214.8 29.3 92.8 31.7 1.2 

SNR=10 dB -80.2 11.2 -33.8 -11.2 -1.1 

SNR=6 dB -77.9 9.3 -31.8 -11.0 1.5 

SNR=3 dB -77.6 12.5 -36.5 -11.1 1.8 

表 2 236 MHz 信号不同频率估计误差时的相位估计误差 ( )  

频率估计误差(kHz) 
 

-160.2 83.9 -38.1 22.9 -7.5 7.7 

SNR=10 dB 58.0 -30.4 15.0 -9.3 2.3 -1.2 

SNR=6 dB 57.7 -31.8 13.0 -7.7 2.1 1.6 

SNR=3 dB 62.2 -30.6 16.1 -9.5 1.8 -1.7 

3  相位差分法 

相位差分法的基本原理是将频率为 0f ，初相 θ
的正弦信号 

0( ) exp[ (2 )]s t j fπ θ= +             (5) 
以采样率 Sf 进行采样，设信号的记录时间为T ，采

样点数为N ，将得到的序列分为前后两个等长的子

序列 1( )s n 和 2( )s n ，分别求出它们的 FFT，得[5] 

1

2 1 0

( ) exp( )

( ) ( )exp( )
k kS k A j

S k S k j f T

ϕ

π

⎫= ⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭
          (6) 

其中 kA 和 kϕ 分别为幅度项和相位项，有如下形式[6] 
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由式(7)可知幅度最大值处对应的离散频率为 0k =  

0[ /2]f T ，用 1ϕ 和 2ϕ 表示 1( )S k 和 2( )S k 在最大谱线处

的相位，由文献[7]可知，利用 2 1ϕ ϕ ϕΔ = − 可以对
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粗测频率 0 0(2 / )k sf k f N k f= = Δ 进行校准，偏差的估

计为 

2
f fδ

ϕ
π

Δ= Δ                      (8) 

从而信号频率 0f 的估值为 

0 0 2kf f f k fδ
ϕ
π
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       (9) 

同时得到初相 θ 的估值 

1 2
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N N
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在加性白噪声背景下，原N 点的采样序列可以

表示为 
( ) ( ) ( )r n s n z n= +                  (11) 

( )r n 的前 /2N 点 DFT 可表示为 
exp[ ( )],
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对于较大的 DFT 输出信噪比，由文献[6]可知在峰值

谱线处的 ( )R kϕ 可近似表示为 
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且 zjbe ϕ 为复高斯白噪声序列，有 

2[ ] 0,  var[ ] /2z zj j
zE be be Nϕ ϕ σ= =     (14) 

所以可以推出 
2var[ sin( )]=var[ cos( )] / 4z k z k zb b Nϕ ϕ ϕ ϕ σ− − = (15) 
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将式(7)代入式(15)，有 
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δ 等于 0 0 /2k f T− ，表示实际信号频率和最大谱线对

应频率之间的相对偏差，因此 ( 0.5, 0.5)δ ∈ − 。 
利用式(8)，可得频率估计的方差 
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初相估计的方差 
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由式(18)，式(19)可知，当 0.5δ = ± 时，得到相位差

分法的最大估计误差，同时由文献[8]可知，由于实

信号采样序列与复信号相比减少了一半信息，相应

地其最大估计误差为复信号的两倍，所以最终求得 

max
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f f
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为了验证理论推导的正确性，现对基于相位差

分法的参数估计问题进行仿真研究。利用 MATLAB
计算出相同频点(236 MHz 和 220 MHz)的频率和初

相估值误差曲线[4]，并与式(20)对应的理论曲线相比

较，如图 2 所示。图 2(a)中曲线 1 表示理论频率估

值误差，曲线 2、曲线 3 分别表示 220 MHz 和 236 
MHz 的频率估值误差仿真曲线(以 1 dB 为步进，每

个信噪比上做 100 次仿真求得估值误差的均方值)；
类似地，图 2(b)中曲线 1 表示理论初相估值误差，

曲线 2，曲线 3 分别表示 220 MHz 和 236 MHz 的初

相估值误差仿真曲线。 
从图 2 可以看出：随着信噪比的上升，频率和

初相估值的误差逐渐减小；每个信噪比对应的仿真

值与理论值基本吻合，证明了理论推导的有效性。 

4  算法比较 

从上面的分析可以看出，对于直接使用 FFT 的

正弦信号参数估计而言，初相估值是建立在频率估

值的基础之上，频率估值直接决定初相估值。当迭

代的次数不够，频率偏差比较大时，信号的信噪比 

 

图 2 估值误差随信噪比变化曲线 
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无论高低，初相估值都存在很大的偏差，不具备使

用价值；一般需要经过几次迭代以后，频率估值才

能逼近真实值，此时相应的初相估值才能达到较高

的精度，误差主要由信噪比决定。可见在这种估计

方法中，初相估值对频率估值存在着很强的依赖性。

而相位差分法是在 FFT 粗测结果上的进一步校正，

这种算法无需在频谱的最大和次大谱线间进行频率

的搜索，只需对采样点分组后进行两次 FFT 就可以

在不高的信噪比下获得精度相当高的频率和初相估

值，而且初相和频率的估计精度是彼此独立的，在

采样率和采样点数固定的情况下只与信噪比有关，

不会互相干扰。 
在计算量方面，直接使用 FFT 估计频率除了需

要首先完成N 点的 FFT 运算和谱峰的搜索以外，一

般还需要在谱线的最大值和次大值之间进行几次迭

代搜索，而每次迭代都需要进行频点FFT值的计算，

例如当迭代的次数为m ，则完成迭代共需进行2mN
次复数乘法和2 ( 1)m N − 次复数加法；相比之下，相

位差分法只需两次 /2N 点的 FFT，即N 次复数乘法

和 2N − 次复数加法，就可以完成主要的运算，谱峰

的搜索也只需在 /2N 点的 FFT 上进行。由此可见，

相位差分法在运算量上具有很大的优势，尤其适用

于实时性要求高的场合。 
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