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脉冲噪声环境下基于分数低阶循环相关的 MUSIC 算法 
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摘  要：该文以 α 稳定分布作为噪声模型，研究了脉冲噪声环境下循环平稳信号的波达方向估计问题。针对在脉冲

噪声环境中基于传统 2 阶循环相关的算法效果显著退化的问题，该文提出了基于分数低阶循环相关的分数低阶循环

MUSIC 算法(FLOCC-MUSIC)。将分数低阶循环相关与 MUSIC 算法相结合，可以有效抑制脉冲噪声的同频带干

扰。计算机仿真表明了此算法可有效完成高斯噪声和脉冲噪声条件下的波达方向估计，其性能优于传统的基于 2

阶循环相关的 Cyclic-MUSIC。 
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Abstract: This paper takes the α -stable distribution as the noise model and works on the Direction of Arrival 
(DOA) estimation problem of the cyclostationary signals in the impulsive-noise environment. Since the 
conventional algorithms based on the classical second order cyclic statistics degenerate severely in the  
impulsive-noise environment, this paper adopts the fractional lower order cyclic correlation and presents a new 
algorithm called fractional lower order cyclic MUSIC(FLOCC-MUSIC). It combines the fractional lower order 
cyclic correlation and MUSIC algorithm, for suppressing the impulse noise and interference in the same frequency 
band. Simulation results show that the proposed algorithm can give accurate DOA estimation under both Gaussian 
and impulsive-noise conditions, and its performance is superior to the Cyclic-MUSIC based on second order cyclic 
correlation. 
Key words: Signal processing; DOA estimation; Cyclic stable; α -stable distribution; Fractional lower order cyclic 
statistics; Cyclic-MUSIC algorithm 

1  引言  

信号的波达方向(Direction Of Arrival, DOA)
估计是阵列信号处理的一个重要研究内容。DOA 估

计的任务是确定同时处在空间某一区域内多个感兴

趣信号的空间位置，广泛应用于雷达、声纳、地震

波、心电图等信号处理领域。在通信、天文、海洋

等信号中，存在着一类特殊的非平稳信号，它们的

非平稳性表现为周期平稳性，即统计特性呈周期或

多周期性变化(各周期不能通约)[1]。鉴于此，基于循

环平稳特性的 DOA 估计方法综合考虑了信号的时
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域和空域信息，具有很多传统 DOA 估计方法所不

具备的优点：一方面可以抑制循环互不相关的干扰

和噪声，另一方面在阵元数少于信源数时仍然有效。

2 阶循环相关是利用信号循环平稳特性的有力工 
具[2]。基于 2阶循环相关的DOA估计方法有两大类：

循环 MUSIC 算法类和循环 ESPRIT 算法类。 
在高斯噪声环境下，基于 2 阶循环相关的算法

可以有效抑制包括同频带干扰在内的随机噪声，提

取有用信号信息。但是，当环境中存在较严重的脉

冲性噪声时，基于 2 阶循环相关算法的性能显著退

化。根据实际测量和文献报道，自然界以及许多工

程领域的确存在着脉冲噪声，可以采用具有厚拖尾

的α稳定分布[3]过程来描述。本文依据分数低阶循环

相关的概念 [4]，提出了分数低阶循环 MUSIC 
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(FLOCC-MUSIC)算法，并用此算法实现了脉冲噪

声环境下的可靠 DOA 估计。计算机仿真表明分数

低阶循环 MUSIC 算法可同时抑制脉冲性随机噪声

与同频带干扰，其性能显著优于传统的循环 MUSIC
算法(Cyclic-MUSIC) [5]。 

2  信号模型与噪声模型 

图1为DOA估计的阵列信号模型。 

 

图1 阵列模型 

如图1所示，设阵元数为M 的天线阵列为线性

均匀阵列[6]，各相邻阵元间的距离为d ， 0/2d λ≤ ，

0 0(2 )/cλ π ω= ，其中， 0ω 为信号的中心频率。 l 个
入射信号，入射角分别为 1 2, , , lθ θ θ 。其阵列信号矩

阵为 
( ) ( ) ( ) ( )t t tθ= +X A S V        (1) 

其中 T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt x t x t x t=X 为天线阵列接收

到的信号矢量， T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]lt s t s t s t=S 为入射信

号矢量，假定 1 2( ), ( ), , ( )ls t s t s t 均为2阶循环平稳信

号且为非相干源； 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]lθ θ θ θ=A a a a 为天

线 阵 列 的 方 向 矩 阵 ， 其 中 ( ) [1, , ,kj
k e ωθ −=a  

( 1) T]kj Me ω− − ， 02 ( / )sin( )k kdω π λ θ= 。将 ( )θA 写成

Vandermonde矩阵形式，有 
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1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt v t v t v t=V 为天线阵列接收到的噪

声矢量，假定各个阵元接收噪声均服从α稳定分布，

且与信号循环互不相关。 
α稳定分布是唯一一类满足广义中心极限定理

的分布[3,7]。与高斯分布相比，α稳定分布具有更厚

的统计拖尾，因此其时域实现具有显著的脉冲特性。

α稳定分布并没有闭合的表达式，但我们可以用它

的特征函数来方便的表示α稳定分布 
( ) exp{ [1 sgn( ) ( , )]}t jat t j t tαφ γ β ω α= − +   (3) 

式中 
tan( /2),    1

( , )
(2/ )log ,   1

1,      > 0

sgn( ) 0,     0

1,   0

u
t

u

u u

u
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    (4) 

其中 , 0, 0 2, 1 1a γ α β−∞ < <∞ > < ≤ − ≤ ≤ 。 
由式(4)可见， α 稳定分布的特征函数由 , ,α β  

,aγ 4个参数即可确定。α为特征指数，它决定该分

布脉冲特性的程度。α越小，所对应的分布拖尾越

厚，脉冲特性越显著。 β 为对称参数，β =0对应于

对称分布，简称 S Sα 分布。 γ 为分散系数，类似于

高斯分布中的方差。a 称为位置参数，对于 S Sα 分

布，a 表示中值或均值。当α=2时，其特征函数与

均值为a ，方差为2 2σ 的高斯分布相同，即高斯分布

是α稳定分布的一个特例。定义 0 2α< < 的非高斯

稳定分布为分数低阶α稳定分布。 

3  分数低阶循环MUSIC算法 

对于分数低阶α稳定分布随机过程 ( )x t ，其 2
阶及其以上各阶统计量不再有意义。因此，定义其

分数低阶自相关(0 )p α≤ < 为 
( ) 1( ; ) ( /2)[ ( /2)]p p
xx t

R t x t x tτ τ τ∗ < − >= + −    (5) 

其中 ti 表示时间平均，对于复数过程， pY < > =  
1pY Y− ∗ 。 
若随机过程 ( )x t 的分数低阶自相关函数周期为

0T ，则考虑信号 ( )x t 如下形式的分数低阶时变自相 

关函数， ( )
0

1
( ; ) [ ( /2 )]

2 1

N
p

xx
n N

R t x t nT
N

τ τ
=−

+ +
+ ∑  

1
0[ ( /2 )] px t nTτ −∗⋅ − + ,其中N 为参与计算的数据点

数。为消除随机性，可令N 趋于无穷，从而 ( )( ; )p
xxR t τ  

0
1lim [ ( /2 )][ ( /2

2 1

N

N n N

x t nT x t
N

τ τ∗

→∞ =−
+ + − +

+ ∑  

1
0)]

pnT − ，表明 ( )( ; )p
xxR t τ 是关于时间 t 的周期为 0T 的

周期函数，即有 ( ) ( )
0( ; ) ( ; )p p

xx xxR t R t Tτ τ= + 。将其展开 

成傅里叶级数，有 02( ) ( )( ; ) ( ; ) j kt Tp p
xx xx

t
R R t e πε τ τ −= =  

( ) 2( ; )p j t
xx t

R t e πετ − ， 其中 0/k Tε = 为循环频率。若 

信号 ( )x t 存在至少一个不为零的循环频率 ε ，则其对

应的分数低阶循环自相关函数为 
( ) 1 2( ; ) ( /2)[ ( /2)]p p j t
xx t

R x t x t e πεε τ τ τ∗ < − > −= + −  (6) 

有 ( )( ; )p
xxR ε τ 不等于零。当 2p = 时，有 

2( ; ) ( /2) ( /2) j t
xx t

R x t x t e πεε τ τ τ∗ −= + −     (7) 

即此时分数低阶循环相关退化为 2 阶循环相关。 
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针对在S Sα 噪声环境下基于 2 阶循环统计量性

能退化甚至失效的问题，本文基于分数低阶循环自

相关的概念，提出了分数低阶循环 MUSIC 算法(简
称为 FLOCC-MUSIC)。 

对于 1M × 天线阵列接收信号向量 1( )=[ ( ),t x tX  
T

2( ), , ( )]Mx t x t ，其分数低阶循环自相关矩阵为一

个M M× 的矩阵，定义为 
( ) H 1 2( ; ) ( /2)[ ( /2)]p p j t

t
R t t e πεε τ τ τ < − > −= + −XX X X (8) 

式中 H( )i 表示共轭转置。分数低阶循环自相关矩阵
( ) ( ; )p ε τXXR 的第 i 行第 j 列的元素为 

( ) ( )

* 1 2

[ ( ; )] ( ; )

               ( /2)[ ( /2)]

i j

p p
ij x x

p j t
i j t

R

x t x t e πε

ε τ ε τ

τ τ < − > −

=

= + −

XXR

 

(9) 

可见，矩阵 ( ) ( ; )p ε τXXR 的第 i 行第 j 列的元素就等于

向量 ( )tX 中的第 i 个信号与第 j 个信号的分数低阶

循环互相关。将 ( ) ( ; )p ε τXXR 表示成矩阵形式可得[8] 
( ) H( ; ) ( ) ( )p ε τ θ θ η= +XXR A A IΛ        (10) 

其 中 Λ 中 元 素 为 kj kjΛ δ=  
1*

2

1

( + /2) ( /2)+ ( /2) ,

p
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j t
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q
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kjδ 为 克 罗 内 克 尔 符 号 ， ( + /2)jv tη τ=  

1*
2

1

( /2)+ ( /2)

p
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∑ ， 其 中

1,2, ,k l= ， 1,2, ,j M= 。由于噪声不存在非零

的循环频率，因此 η为零。可得 
( ) H( ; ) ( ) ( )p ε τ θ θ=XXR A AΛ          (11) 

在 ( ) ( ; )p ε τXXR 的M 个正实特征值中，与信号相关

的特征值只有 l 个，而其余的M l− 个特征值是与噪

声相关的特征值，由于噪声不具有循环平稳性，所

以其对应的特征值为零。这M l− 个零特征值所对应

的特征向量在循环频率为 ε 时张成的噪声子空间为
( )( )p εVE ，即 

( ) ( )( ; ) ( ) 0p pε τ ε =XX VR E      (12) 

由文献[8]中可得Λ满秩，而且 ( )θA 线性不相关[6]，

由式(11)，式(12)可得 
( ) H( ( )) ( ) 0, 1,2, ,p

k k lε θ = =VE a    (13) 

式(13)中是信号向量和噪声矩阵的内积，当 ( )kθa 与
( )( )p εVE 的各列正交时，该式的值为零。据此定义

FLOCC-MUSIC 方法的空间谱表达式为 

FLOCC-MUSIC ( ) ( )H H

1
( )

( ) ( )( ( )) ( )p pP θ
θ ε ε θ

=
V Va E E a

  (14) 

通过对式(14)寻找谱峰(即 FLOCC-MUSIC( )P θ 的最

大值)，即可得到基于分数低阶循环相关的 DOA 估

计。 

4  仿真 

本文采用“混合信噪比”的概念来描述 S Sα 过

程的信噪比[9]，其定义式为 2MSNR 10 lg( / )sσ γ= ，其

中 2
sσ 表示信号功率， ( >0)γ γ 表示S Sα 噪声的分散系

数。 
实验 1  本文的 FLOCC-MUSIC 算法和基于 2

阶循环相关的 Cyclic-MUSIC 算法的比较 
阵元为 8 元直线阵，入射信号为 3 个 AM 信号，

入射角分别为 10 °，45 °和 75 °，波特率(即它们的

循环频率)分别为 2.2 kHz，3.7 kHz 和 4.7 kHz。图

2 是在信噪比为 15 dB 的高斯噪声和广义信噪比为

15 dB、 1.6α = 的S Sα 噪声环境下两种算法的比较。 
由图2可以看出，在高斯噪声条件下，二者性能

相当，都可以准确地估计出源信号的DOA(图2(a)，
图2(b)，图2(c))，但在 S Sα 噪声条件下，Cyclic- 
MUSIC算法已基本失效，而FLOCC-MUSIC算法则

很好的抑制了α稳定分布噪声，准确的估计出了3个
源信号的DOA(图2(d)，图2(e)，图2(f))。即FLOCC- 
MUSIC算法是一种韧性方法，同时适用于高斯和脉

冲噪声环境。 
实验 2  本文的FLOCC-MUSIC算法抗噪性能

分析 
8 个阵元的均匀直线阵，特征指数α从 1.4 增大

至 2.0，其它条件同实验 1。在 1.2p = 的条件下，对

FLOCC-MUSIC 算法进行 1000 次独立运行，并作

误差分析如图 3 所示。 

图3中，定义均方误差 1
1

1MSE [(
3

N

n
nN

θ
=

= −∑  

2 2 2
2 31 2 3) ( ) ( ) ]n nn n nθ θ θ θ θ+ − + − ， 其 中 N 为

FLOCC-MUSIC独立运行的次数， 1nθ ， 2nθ 和 3nθ 分

别为3个波达方向的实际值， 1nθ ， 2nθ 和 3nθ 分别为3
个波达方向的估计值。由图3可以得出，FLOCC- 
MUSIC算法的误差随着 α 值和混合信噪比的增大

而迅速减小。  
实验3  p 值对本文的FLOCC-MUSIC算法的

影响 
8个阵元的均匀直线阵，入射信号同实验1。在

=1.6α 的条件下，对FLOCC-MUSIC算法进行1000
次独立运行，并作分析如图4所示。 

由图4可以得出，当 p取值在1左右时，DOA估

计误差达到最小同时DOA估计的成功率最大。由于

在α稳定分布噪声环境下不存在有限的α及以上阶 
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图2 脉冲噪声环境下Cyclic-MUSIC算法与FLOCC-MUSIC算法性能比较 

 

图3 FLOCC-MUSIC算法的抗噪性能分析 

 

图4 p取不同值时，对FLOCC-MUSIC算法的影响 

统计量，故当 p α> 时DOA估计效果严重退化。当

2p = 时 ， FLOCC-MUSIC 算 法 退 化 为 Cyclic- 
MUSIC算法，估计误差较大。 

5  结论 

本文以α稳定分布作为噪声模型，提出了基于

分数低阶循环相关的FLOCC-MUSIC算法，并用于

解决无线定位中的DOA估计问题，得到了较好的结

果。仿真结果表明，在分数低阶α稳定分布噪声环

境下，FLOCC-MUSIC算法的效果和韧性均优于

Cyclic-MUSIC算法。由于在自然界中，分数低阶α
稳定分布噪声的广泛存在性，使得本文提出的

FLOCC-MUSIC算法具有广泛的应用前景。 
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