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1/f类分形信号的最小二乘法参数估计 

郜峰利    郭树旭    张振国    于思瑶    李雪妍  
(吉林大学电子科学与工程学院  长春  130012) 

摘  要：根据含噪 1/f 类分形信号的小波变换系数方差随尺度变化的特点，该文提出了一种估计 1/f 类分形信号参

数的新方法，即对其小波系数方差进行简单的变换，使 1/f 类分形信号参数估计满足最小二乘法参数估计的条件。

仿真实验结果表明，该方法可以有效地从加性白噪声背景下估计出 1/f 类分形信号的 γ ，
2σ 等参数，从而使 1/f

类分形信号与加性白噪声分离。 
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Parameter Estimation of 1/f-Type Fractal  
Signal Using Least Square Method 

Gao Feng-li    Guo Shu-xu    Zhang Zhen-guo    Yu Si-yao    Li Xue-yan 
(College of Electronic Science and Engineering, Jilin University, Changchun 130012, China) 

Abstract: A novel method to estimate the parameters of 1/f-type fractal signal is proposed according to 
characteristics of the wavelet coefficient variance versus scale of 1/f-type fractal signal in white noise, and namely, 
after the wavelet coefficient variance is simply transformed, the parameter estimation of 1/f-type fractal signal is 
according with parameter estimation conditions of least square method. The simulation experiment results 
demonstrate that, this method can effectively estimate parameters of 1/f-type fractal signal such as γ  and 

2σ  etc. to extract them from additive white noise. 
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1  引言  

1/f 类分形信号是一种自然界很常见的非平稳

随机过程，具有广义的自相似性质，其频谱密度随

频率 f 按1/ f γ 的规律变化，也被称作类 1/f 噪声，

作为一种低频电噪声，在电子器件的可靠性评价中

得到了广泛的应用[1,2]。在信息处理方面，近年来许

多研究集中于该信号的计算机小波生成及其参数的

估计上 [3 7]− ，Wornell 等为 1/f 类分形信号的参数估

计做出了重要贡献，给出了其小波系数方差随尺度

变化的特点[5]，目前很多研究都在其研究基础上进行

展开。Wornell 等提出了最大似然(ML)参数估计方

法，然而，这种方法仅适合 0 1γ< < 的参数估计[7]，

另外，ML 方法是一种需要已知似然函数先验知识

的参数估计方法[8]，但是在很多情况下这种先验知识

是未知的。文献[6]的方法是在已知信噪比的前提下

对参数进行估计，文献[7]提出了一种较好的方法，
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由 3 个相邻尺度下的小波系数方差进行一系列的代

数运算进行参数估计，但是所取的尺度不同时参数

的估计值可能略有不同，则需要对多组 3 个相邻尺

度下的估计值进行求平均。本论文对分形信号的小

波系数方差进行简单的变换，使 1/f 类分形信号参

数估计满足最小二乘法参数估计的条件，利用最小

二乘法参数估计不需要任何先验知识进行参数估

计。仿真实验证明，该方法可以有效地从加性白噪

声背景下估计出分形信号的参数，实现信号与噪声

的分离。 

2  1/f类分形信号的小波变换与参数估计 
设 ( )x t 为 1/f 类分形信号，则 ( )x t 的功率谱密度

与频率具有如下关系： 
 2( ) ~ /x xS f f γσ                (1) 

其中 2
xσ 为谱常量， f 为频率， γ 为频率指数。设实

际观测的含噪分形信号为 
 ( ) ( ) ( )r t x t w t= +              (2) 

其中 ( )w t 为加性平稳高斯白噪声。则 ( )r t 小波变换

系数可表示为 
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 ( ), ( ) ( ) ( )dj j j
k k kr r t t r t t tψ ψ

∞

−∞
= 〈 〉= ∫       (3) 

其中 /2( ) 2 (2 )j j j
k t t kψ ψ= − ， ( )tψ 为母小波，j 为尺

度参数，k 为时间平移指标。Wornell 等证明了[5]，

不同尺度 j 下 j
kr 的方差满足如下关系： 

 2 2 2Var( ) 2j j
k w jr γσ σ σ−= + =            (4) 

式中
2

22 1 ( ) d
2

x
γ

σσ Ψ ω ω
ω

∞

−∞
= ∫ ， 2

wσ 为高斯白噪声的 

小波变换系数方差。 
最小二乘法参数估计的应用中，待估计参数(未

知参数)与观测数据应满足线性关系，即未知参数向

量与观测数据可建模成矩阵方程的形式[8]，此处，分

形信号的未知参数为 γ ， 2σ 及 2
wσ ，观测数据为 j 与

Var( )j
kr ，显然，式(4)不满足最小二乘参数估计的

条件，所以不能直接基于式(4)利用最小二乘参数估

计。 
由式(4)同理可得，尺度 1j + 下的小波系数方差

为 
1 2 ( 1) 2 2

1Var( ) 2j j
k w jr γσ σ σ+ − +

+= + =       (5) 

式(4)，式(5)相减并取以 2 为底数的对数得 
2 2

2 2log ( ) log [ (1 2 )]j jγσ σ γ−Δ = − −       (6) 

其中 2 2 2
1j j jσ σ σ +Δ = − 。此时，观测数据视为 j 和 

2
2log ( )jσΔ ，未知参数视为 γ 和 2

2log ( (1 2 ))γσ −− ，

则式(6)满足最小二乘法的参数估计条件。当小波变

换的最高尺度为J 时，可得 1J − 组(j , 2
2log ( ))jσΔ ，

则根据式(6)，利用最小二乘法参数估计可得 γ ， 2σ
估计值为 

( )2
( 1) ( 1)/2

( 1)/2 ( 1)
xy y

xx

J S S J J

J J J S
γ

− − −
=

− − −
              (7)                                                           

( )
ˆ2

2 2

( 1)/2
ˆlog [ (1 2 )]

( 1) ( 1)/2
y xx xy
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S S S J J

J S J J
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− =
− − −

  (8) 
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∑  。根据式(7)，式(8)对 γ ， 2σ 进行估 

计，再代入式(4)可得尺度为 j 时的 2
wσ 的估计值，对

所有尺度时的 2
wσ 估计值求平均以获取 2

wσ 的最终估

计，即 

( )
1

2 2

1

1 Var 2
1

J
j j

w k
j

r
J

γσ σ
−

−

=

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦− ∑       (9) 

最后，由 γ ， 2σ 和 2
wσ 的估计值及观测信号的小

波变换系数 j
kr 来求分形信号的小波系数，再作离散

反演小波变换，从加性白噪声背景下分离出 1/f 类

分形信号，即 
2

2 2
2

( ) ( )
2

j
j j

k kj
wj k

x t r t
γ
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σ σ

−

−

⎡ ⎤
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3  仿真实验结果与分析 

根据文献 [9]分形信号的产生方法，我们用

Matlab 计算而获得的计算机仿真 1/f 类分形信号如

图 1 所示，其中采样周期为 130 sTΔ = μ ，采样点

数为 162N = 。我们在实验中使用的小波为 Haar 小
波。经 FFT 变换后得分形信号的功率谱密度如图 2
所示，由式(4)计算的小波变换系数方差与尺度的关

系如图 3 所示。从图 2 和图 3 可以看出，该仿真信

号为 1.82γ = 的类分形信号。 
在原分形信号中加入高斯白噪声后的波形如图

4 所示，其信噪比(SNR)为-10 dB，可以看出，分形

信号已淹没在加性白噪声中，由式(4)进一步计算该

含噪分形信号的小波变换系数方差如图 5 所示，显

然，在加性白噪声背景下观测信号的小波变换系数

方差取对数后与尺度不再成线性关系。 
式(6)的计算结果如图 6 所示。由式(6)知，计算

结果理论上应与尺度成线性关系。从图 6 可以看出，

该计算结果与尺度有较好的线性度，特别是在尺度

较小时，线性度更优，这是由 1/f 类分形信号的特

征造成的，即频率越低 1/f 类分形信号的强度越强。

而由式(3)知，尺度小的小波变换系数表征了分形信

号低频区的强度。由式(7)计算可得 1.85γ = ( γ 对应

图 6 中所示直线的斜率)，误差仅 0.03，这说明了本

文提出的方法具有可行性。 
最后，由式(10)估计出的分形信号的波形如图 7

所示。对比图 7 与图 1 可以看出，估计出的分形信

号与原分形信号能较好地相吻合，进一步说明了本

文的方法可以有效地从加性白噪声背景下估计出分

形信号，实现信号与白噪声的分离。通过不同信噪

比下的仿真实验知，随着信噪比的减小，γ , 2σ 估计 

 
图 1 1/f 类分形信号的时域波形           图 2 1/f 类分形信号的功率谱密度        图 3 1/f 类分形信号的小波系数方差 
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图 4 含高斯白噪声的分形信号          图 5 含噪分形信号的小波系数方差              图 6 2

j
σΔ 与尺度 j 的关系 

 

图 7 估计出的分形信号 

值减小，如当信噪比为-20 dB 时， 1.59γ = ，表明

了信噪比越小，参数估计值的误差越大，所以，在

实际应用中可根据待估计参数和波形的误差允许范

围，对其进行合理的估计。 
4  结束语 

本论文对 1/f 类分形信号的小波变换系数方差

与尺度的关系，进行简单的变换，使得待估计参数

与观测数据满足最小二乘法参数的估计条件，利用

最小二乘法参数估计不需要任何先验知识的优点进

行参数估计，论文详细描述了基于该方法的分形信

号参数估计的过程。从仿真计算结果上看，本文的

方法对加性白噪声背景下 1/f 类分形信号的参数估

计，具有可行性，同时，对最终估计出的分形信号

与原分形信号的对比可以看出，估计出的分形信号

与原分形信号能较好地相吻合，说明了该方法可以

有效地从加性白噪声背景下估计出分形信号，能够

实现分形信号与白噪声的分离。 
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