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OFDM 系统基于矩阵开方的盲信道估计 

居  敏    许宗泽 
(南京航空航天大学信息科学与技术学院  南京  210016) 

摘  要：该文提出一种基于矩阵开方(computing Roots of Matrices, RM)的盲信道估计算法和一种自适应矩阵开方

(Adaptive computing Roots of Matrices, ARM)盲信道估计算法。RM 算法利用信息符号的有限字符集特性，在时

域上通过对一个 Toeplitz 下三角矩阵开方进行信道解卷积，得到信道估计的闭合解。该运算复杂度远低于现有的

盲信道估计搜索算法，并且适用于信道阶数较大、搜索算法不能处理的情况。仿真结果表明 RM 信道估计性能接

近于搜索算法的 佳性能，而 ARM 通过 陡下降迭代将代价函数 小化，可以进一步提高信道估计的准确性。 
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Blind OFDM Channel Estimation By Computing Matrix Jth Roots 
Ju Min    Xu Zong-ze 

(College of Information Science and Technology, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016 China) 

Abstract: A novel blind channel estimator based on computing Roots of Matrices (RM) is proposed for OFDM 
systems. This algorithm exploits the finite alphabet property of information symbols and implements channel 
deconvolution by computing the Jth principle root of a low-triangular Toeplitz matrix. Therefore, RM algorithm 
has much lower computation complexity than searching algorithms in previous works and is able to function in the 
case of large channel order that is intractable by searching algorithms. Moreover, an Adaptive RM (ARM) 
algorithm is proposed to adjust RM estimator by steepest descent method. Simulation results indicate that RM 
algorithm has great accuracy comparable to the optimal exhaustive search and ARM improves the estimation 
performance of RM considerably. 
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1  引言  

OFDM 是一种多载波并行传输技术，具有高效的频谱利

用率和优良的抗多径衰落能力，是下一代移动通信系统 具

竞争力的候选方案之一[1]。在 OFDM 系统中，信息符号的有

限字符集特性通常被用来进行联合信道估计和符号检测[2]，

也可被用来进行盲信道估计。文献[3]提出一种利用信息符号

有限字符集特性的 小距离(Minimum Distance, MD)盲信

道估计算法。MD 无论信道是否在子载波上存在零点，都可

确保可辨识性，辨识模糊度属于有限集合，并且收敛速度快，

对于 M-PSK 映射仅需一个 OFDM 符号样本就可估计出信

道。然而 MD 通过穷举搜索来消除信道估计在每个子载波上

的模糊度，其搜索次数相对于系统子载波个数呈指数增长。

为了降低算法的复杂度，文献[4]以牺牲信道估计性能为代

价，提出修正的 MD(Modified Minimum Distance, MMD)

算法，将模糊度搜索局限于 0N 个子载波，其中 0N 不小于信

道的长度(L+1)。因而 MMD 的复杂度仍与信道阶数L 呈指

数关系。考虑到有限冲激响应(Finite Impulse Response, FIR)
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信道的零点个数有限，并且具有分段连续的相频响应，文献

[5]提出一种低复杂度的 小距离 (Reduced complexity 

Minimum Distance, RMD)算法。RMD 基本保持了 MD 的

性能，而且在一些特殊情况下可以避免穷举搜索。然而其本

质仍为搜索类算法，对于常见多径信道，特别是信道长度较

大时，RMD 的复杂度仍然与信道阶数L 呈指数关系。 

综上所述，利用信息符号有限字符集特性的盲信道估计

虽然具有诸多优点，但超大运算量使得这种算法并不实用，

因此本文提出一种基于矩阵开方的盲信道估计(RM)算法。

RM 在时域上通过对一个 Toeplitz 下三角矩阵开方实现信道

解卷积，得到信道估计的闭合解。由于避免了循环搜索，RM

算法复杂度远低于搜索类的算法，所需乘法次数仅与 2L 成正

比。利用矩阵开方引入的代价函数，本文又提出一种 陡下

降的自适应盲信道估计(ARM)算法，可以进一步提高 RM 的

信道估计性能。 

2  OFDM 系统和信道模型 

考虑一个单输入单输出(Single-In Single-Out, SISO)的

OFDM 系统。信息符号 ( )s n 被分组为符号块 ( ) [ ( ),i s iM=s  
T( 1), , ( 1)]s iM s iM M+ + − 后，用离散傅里叶反变换

(Inverse Discrete Fourier Transform, IDFT)将其调制到M
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个子载波上。为了消除信号通过频率选择性信道产生的块间

干扰，可以在 OFDM 符号块间插入长度大于L 的循环前缀

(Cyclic Prefix, CP)或补零后缀(Zero Padding, ZP)。信号到

达接收端后，丢弃接收符号块的循环前缀部分或者采用重叠

相加技术[6]处理接收符号块，用 DFT 解调制，可以将 CP- 

OFDM和 ZP-OFDM转换为相同的M 个并行平坦衰落信道

的传输模型 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),  0,1, , 1y i m H i m s i m n i m m M= + = −   (1) 

其中 ( , )y i m 为第 i 个符号块中第m 个子载波上的接收信号； 
2
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3  RM 算法 

假设信息符号 ( , )s i m 取自有限符号集 { } 1
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其中系数 1, , Qη η 取决于符号集A 。文献[3]证明了在符号集

A 内各元素出现概率均等的情况下， E{ ( , )}Js i m =  

( / ) JJ Q η− ， J 为使得 0Jη ≠ 的 小指标。特别地，对于

M-PSK 映射J Q= ，对于 QAM 映射 4J = 。联系式(1)给

出的系统输入输出模型，可得如下关系式[3] 

{ }( , ) E ( , ) ,  0,1, , 1J J

J

Q
H i m y i m m M

Jη
−= = −     (3) 

其中 {}E ⋅ 表示求数学期望。根据接收信号 ( , )y i m 可以估计

信 道 为 ( , ) ( , ) ( , )H i m i m H i mα= ， 其 中 ( , )i mα ∈ =W  
2 ( 1)2

1, , ,
J

j j
J Je e

ππ −⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
。可见利用信息符号有限字符集特性的 

盲信道估计算法的关键是确定出每个子载波上的相位模糊

度，下面给出 RM 算法。 

3.1 算法原理 

根据DFT的圆周卷积定理，频域向量 ( ) [ ( ,0),J
J i H i=H  

T, ( , 1)]JH i M − 对应时域信道 ( )ih 的J 重圆周卷积。假设

1JL M+ ≤ ，该圆周卷积等价于线性卷积， ( )J iH 在时域上

可以表示为 
[ ]T( ) ( ,0), , ( , ) ( ) ( )Ji i i JL i iβ β= = ∗h hβ       (4) 

其中
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示J 重线性卷积。接下来提出命题 1，用矩阵的乘方表示

( )iβ 。 

命题 1  令 ( )J iL 为第 1 列 [ ]T( ,0), , ( , ),0, ,0h i h i L 的

( 1)JL + ( 1)JL× + 下三角 Toeplitz 方阵，则 [ ]( ) J
J iL 也是下

三角 Toeplitz 方阵，其中第 1 列为 ( )iβ 。 

在算法实现上，通常采用样本的一致性时间平均取代统 

计平均来求取式(3)中的数学期望，即 ( , )
J

H i m = 1

J

Q
J Iη
−  

1

0

( , )
I

J

i

y i m
−

=
⋅∑ ，其中 I 为求取平均的样本总数。令 ( )ih 为信道

估计向量，
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= ∑ 。根据命题 1，信

道估计可以转化为如下约束 优化问题 
2
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其中 ˆ( )iβL 为第 1 列 T( ) [ ( ,0), , ( , 1)]i i i JLβ β= +β 的下三角

Toeplitz 方阵，X 为所有形如 ( )J iL 的 ( 1) ( 1)JL JL+ × + 下

三角 Toeplitz 方阵的集合，集合内每个矩阵的 ( )JL L−  

( )JL L× − 下三角全零。 

直接求解式(5)的约束 优化问题，需要计算由 ( 1)L +

个非线性高次方程构成的方程组，理论上求解非常困难，实

现上也不可行。简单有效的替代方法是将 ( )iβL 开J 次方，

即求解 
1

( ) ( )
J

J i iβ
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦L L                 (6) 

第 3.2 节将证明在无噪声且信息符号 ( , )s i m 为 M-PSK 映射

情况下， ( ) ( ) ( )J Ji i iα=L L ，其中 ( )iα ∈W ；而在有噪声或

符号 ( , )s i m 为 QAM 映射情况下，以时间平均取代统计平均

存在误差，第 4 节将提出 ARM 自适应算法，以改善开方算

法的性能。下面求解 ˆ( )iβL 的J 次方根。 

下三角的 Toeplitz 方阵 ( )iβL 可以相似于一个 Jordan

块，即存在非奇异矩阵 1P ，使得 

( ) 1
1 1( ,0), 1 ( )i JL iββ −+ = P PJ L           (7) 

其中符号 ( ),kλJ 表示对角元素为λ ， k k× 的 Jordan 块 1)。 

由于 ( ),kλJ 的 n 次幂为第一列
1

( ), ( ), ( ), ,
2!

f f' f''λ λ λ⎡
⎢
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( )
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kf
k

λ− ⎤
⎥
⎥− ⎦
的下三角Toeplitz方阵[7]，其中 ( ) nf λ λ= ，

令
1

0 ( ,0)
J

x iβ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ ，则存在非奇异矩阵 2P 使得 

( ) ( ) 1
0 2 2, 1 ( ,0), 1

J
x JL i JLβ −⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ P PJ J      (8) 

其中 0[ ( , 1)]Jx JL +J 为第 1 列 1 1 2 2
0 0 0[ , , , , ,0,J J J J

J J Jx C x C x C− −  
T,0] 的下三角 Toeplitz 方阵， k

JC 为组合数。联立式(6)−式

(8)，可得 

( )1 1
1 2 0 2 1( ) , 1

J
i x JLβ

− − ⎡ ⎤= +⎣ ⎦P P PPL J        (9a) 

( )1 1
1 2 0 2 1( ) , 1J i x JL− −= +P P PPL J          (9b) 

令 [ ]2 1 0 1, , , JL= =T PP t t t ， T T T T
0 1[ , , , ]JL=t t t t ，则式(9a)

可以等价为 

( )( )T
1 0 1, 1 ( ) 0

J
JL JLx JL iβ+ +⎡ ⎤⊗ + − ⊗ =⎣ ⎦I I tJ L    (10) 

                                                        
 1) 本文 Jordan 块的形式取为标准 Jordan 块[7]的转置。 
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其中⊗ 表示 Kronecker 乘积。求解式(16)给出的线性方程，

可得 kt ， 0, ,k JL= 的递归表达式为 

[ ]T

1

1

0, ,0,1 ,  ,0

= ( , ) (2 : 1), =0, , 1

k

JL k

JL

k l
l k

i l k JL k JLβ−

= +

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

− + −∑

p
t t

p Q t   (11) 

其中Q 为第 1 列 1 1 2 2 T
0 0[ , , , , 0, ,0]J J J

J J JC x C x C− − 的JL JL×

下三角 Toeplitz 方阵。将式(11)的求解结果代回式(9b)中，

即可求得 ( )J iL 。 

3.2 可辨识性的证明 

矩阵开方是一个复杂的数学问题，求解一个矩阵的 n 次

方根可能没有解，可能存在有限多个解，也有可能存在无穷

多个解，因此下面讨论无噪声情况下，RM 算法的可辨识性

问题。首先引用一条定义和两条定理： 

定义 1[8]  假设非奇异矩阵 m m×∈A C 不存在负实数的

特征值，则矩阵 m m×∈X C 为 A 的 n 次标准方根 (the 

principle thn root)，如果满足以下两个条件：(1) n =X A；

(2) X 的特征值集合为 { | / arg( )  / , 1,i in n iλ π λ π− < < =  

, }m 。 

定理 1[8]  非奇异矩阵 m m×∈A C 存在任意 n 次方根。 

定理 2[9]  假设非奇异矩阵 m m×∈A C 的 Jordan 标准型

为 diag 1 1{ ( , ), , ( , )}r rk kλ λJ J ，其中 1 rk k m+ + = ，并

且A有 s r≤ 个不同的特征值。如果 s r= ，则矩阵A的 n

次方根有 rn 个，且 Jordan 标准型为 

{ }

1
2 2

1 1
1 1

1

diag , , , , ,

       , , 0,1, , 1

rj i j in nn n
r r

r

e k e k

i i n

π π

λ λ
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∈ −

J J

     (12) 

根据定理 1 可知，下三角 Toeplitz 方阵 ( )iβL 一定存在J

次方根，而 3.1 节求得的 ( )J iL 亦满足标准方根的定义。由于

( )iβL 只相似于一个 Jordan 块，根据定理 2， ( )iβL 的J 次方 

根共有J 个，Jordan 标准型分别为
2

0, 1
j k

Je x JL
π⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

J ，k =  

0, , 1J − 。下面提出命题 2 以确定这J 个根的形式。 

命题 2  如果非奇异矩阵 m m×∈A C 为下三角 Toeplitz

方阵，则其 n 次方根仍为下三角 Toeplitz 方阵。 

显然， ( )iβL 的J 个J 次方根均为下三角的 Toeplitz 方

阵，若记它们为 ( )k iL ， 1, ,k J= ，其中 ( )J iL 为J 次标准 

方根，则非标准根与标准根之间关系为
2

( ) ( )
j k

Jk Ji e i
π

=L L ， 

1, , 1k J= − 。所以信道估计 ( ) ( )(1 : 1,1)Ji i L= +h L 与真

实信道 ( )ih 之间相差一个属于有限集合的标量模糊度，即

( ) ( ) ( )i i iα=h h ， ( ) =iα ∈W 。 

3.3 运算量分析 

在算法的实现上，矩阵开方具有多种数值计算方法，目

前研究较多的有 Newton-Raphson 算法[8]，Schur 算法[9]和不

变子空间算法等。综合比较各种数值方法的稳定性、收敛性、

运算复杂度并结合 RM 算法的计算特点，选择 Schur 算法计

算矩阵开方。以乘法运算的次数为单位，求解式(6)矩阵开方

的运算量约为 3 2( )O J L 。当开方次数J 较大时，可以将J 做

素数分解后用多次矩阵开低次方运算实现矩阵开高次方，可

以进一步降低 RM 算法运算量。 

表 1 给出了 RM 和 MD，MMD、RMD 的运算量比较。

由于 MD，MMD 和 RMD 都属于循环搜索算法，其中每次

循环都包括 FFT 运算，J 重线性卷积运算以及若干次的比

较运算，为了便于比较，我们只考虑其中的乘法运算次数。

以子载波数 64M = ，信道阶数 8L = ，QPSK 映射为例，

RM 需要 32.3 10× 次乘法运算，而 MD，MMD 和 RMD 的

乘法运算次数分别为 RM 的 373.8 10× ， 41.5 10× ， 37.4 10×
倍。可见，RM 算法从根本上克服了循环搜索算法复杂度高、

不实用的缺点。 

表 1 各种盲信道估计算法运算量比较 

算法 
循环 
次数 乘法次数 

RM 0 [ ]2 2( 1) ( 1) /2J JL J JL+ + +  

MD 1MJ −  [ ]1 ( 1) ( 1)( 1)( 2)/2MJ M L L J JL− + + + − +  

MMD LJ  [ ]2( 1) ( 1)( 1)( 2)/2LJ L L J JL+ + + − +  

RMD 1LJ −  [ ]1 ( 1) ( 1)( 1)( 2)/2LJ M L L J JL− + + + − +  

4  ARM 算法 

根据式(5)的约束 优化问题，引入代价函数 
2
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J

J J
F

F i i iβ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦L L L           (13) 

姑且不考虑约束条件，将其作为无约束 优化问题，对式(13)

求偏导，可得第n 次迭代时代价函数的梯度为 
H H1

H H2 1

( ) { ( , )[ ( , )] ( , ) ( , )
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J J
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−
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⋅ + +

G L L

L L

Δ Δ

Δ   (14) 

其中 ( , )J i n ∈L X ，为第 n 次迭代时 ( , )i nh 确定的下三角

Toeplitz 矩阵； ( , ) ( ) [ ( , )]JJi n i i nβ= −L LΔ 为误差矩阵。根

据 陡下降自适应算法的原理，迭代更新的公式为 

( , 1) ( , ) ( )
( )

J J

F

i n i n n
n
μ ′+ = −
′

G
G

L L       (15) 

其中更新步长 0 1μ< < ； ( )n′G 为修正的梯度方向，计算如

下 

{ }2

( )
( ) argmin ( ) ( )

Fn
n n n

′ ∈
′ ′= −

G
G G G

X
       (16) 

由于X 为一个闭凸集，因此梯度 ( )nG 在X 上存在唯一的

优逼近 ( )n′G 。通过 陡下降自适应算法的稳定性分析，可

以推导出 优步长 optμ 为 

{ }1 H

opt 1H H

Re tr ( ) ( , ) ( , )( )

tr ( ) ( , ) ( , ) ( )

J
J

F
J

J J

n i n i nn

J n i n i n n
μ

−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤′⎢ ⎥′ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦= − ⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪′ ′⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

GG

G G

L

L L

Δ
(17) 
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5  仿真结果和讨论 

仿真中以 Hiperlan2 物理层标准设置 OFDM 系统参数，

载波 5GHz，带宽 20MHz，64 个子载波，一个 OFDM 符号

的长度是 4μs，CP 占用 0.8μs，映射方式有 BPSK，QPSK，

16QAM 和 64QAM。 

选用了两种信道模型。第 1 种是能量分布为[0,-4,-6, 

-10]dB 的 4 径瑞利衰落信道，各径为相互独立的高斯随机过

程(服从Jakes谱， =25HzDf )。在该信道下我们对RM，ARM，

MMD 和 RMD 进行了仿真。第 2 种为 Hiperlan2 信道 A[10]

模型(Jakes 谱， =50HzDf )。对于 Hiperlan2 系统，该信道

阶数 ( 1) 8L + ≥ ，MMD 和 RMD 皆因复杂度太高而无法完

成信道估计，仅仿真了 RM 和 ARM。 

ARM 的仿真以 RM 信道估计结果作为迭代初值，迭代

次数控制在 50 次以内。为了方便比较，还仿真了基于训练

序列的信道估计，每帧数据(100 个 OFDM 符号块)含有 2 个

训练符号块，对估计结果用 FFT 滤波去噪[4]。信道估计性能

指标为归一化均方误差(Normalized Mean Square Error, 

NMSE)，定义如下： 
2

2
1 1

( ) ( )1
NMSE =

( )

vN N v v

v iv v

i i

N N i= =

−
∑∑

h h

h
        (18) 

其中N 为 OFDM 符号块数， vN 为 Monte-Carlo 仿真次数，

脚标 v 表示第 v 次仿真。 

图 1，图 2 为 4 径信道下的仿真结果。图 1 给出 BPSK

映射下各算法的 NMSE 性能和 RM，ARM 在不同映射下的

NMSE 性能。(1)BPSK 映射下 RM 和 ARM 的估计精度均

与 RMD 相接近，优于 MMD 约 11dB。(2)RM 的估计精确

度与信号映射方式有关，M-PSK 映射要优于 QAM 映射。

QAM 映射下 NMSE 性能在高信噪比时呈现出地板误差效

应，由于 ( , )Js i m 在 16QAM 映射下有 4 种取值可能而在

64QAM 映射下有 16 种取值可能，所以 64QAM 的地板误差

高于 16QAM。而 BPSK 优于 QPSK 是因为开方次数J 越小

RM 信道估计越准确。(3)利用 ARM 修正 RM 估计结果可以

将 RM 的 NMSE 性能提高 1-4dB，在低信噪比下的优化程

度要好于高信噪比。图 2 给出 QPSK 和 64QAM 映射下，

MMD、RM、训练序列估计和已知信道均衡后的未编码误比

特率(Bit Error Rate, BER)。QPSK 映射下，RM 的 BER

性能接近于已知信道，优于 MMD 和训练序列估计；而

64QAM 映射下，由于存在符号均值误差，RM 的 BER 性能

稍逊于训练序列估计，但仍优于 MMD。 

图 3，图 4 给出 Hiperlan2 信道 A 模型中，RM 和 ARM

在 M-PSK 映射下的 NMSE 和 BER 性能。可见在信道阶数

较高、搜索算法无法使用的情况下，RM 和 ARM 的性能良

好。BPSK 映射下，RM 和 ARM 的 NMSE 和 BER 性能均

明显优于训练序列估计；QPSK 映射下，RM 的性能接近于

训练序列估计，并且利用 ARM 自适应修正 RM 估计，可以 

 

图 1 RM 和 ARM 算法在各         图 2 在不同信道估计 

种映射方式下的信道估计性能      算法均衡后的 BER 性能 

 

图 3 Hiperlan2 信道           图 4 Hiperlan2 的信道 

A 模型中信道估计性能           A 模型中 BER 性能 

显著提高信道估计的准确性。 

6  结束语 

本文提出一种OFDM系统中基于矩阵开方(RM)的盲信

道估计算法和一种 陡下降自适应矩阵开方(ARM)盲信道

估计算法。RM 利用信息符号的有限字符集特性，在时域上

通过对一个 Toeplitz 下三角矩阵开方实现信道解卷积。可辨

识性证明指出RM可以在一个标量模糊度的意义上辨识出真

实信道。由于避免了循环搜索，RM 的运算量远低于现有的

搜索类盲信道估计，并且适用于信道阶数较大、搜索算法不

能处理的情况。仿真结果表明 RM 的信道估计性能接近于搜

索算法的 优性能，而 ARM 可以进一步提高 RM 信道估计

的准确性。 
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