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核不相关空间算法及其在人脸识别中的应用 

林玉娥    顾国昌    刘海波    沈  晶 

(哈尔滨工程大学大学计算机科学与技术学院  哈尔滨  150001) 

摘  要：不相关空间算法是求解不相关鉴别矢量集的快速算法，但是将其应用在人脸识别中将遇到小样本问题，并

且算法只是一种线性的特征提取方法。该文提出一种核不相关空间算法，该方法的关键是高维特征空间中不相关空

间的计算，对此提出一种简单的计算方法，即根据 eigenface 中将高阶矩阵计算转化成低阶矩阵计算的思想，将高

维特征空间中不相关空间的计算仍归结为标准的特征值分解问题。所提出的算法能够有效地解决小样本问题。在

ORL 人脸库上的实验结果验证了所提出的算法的可行性和有效性。 
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Kernel Uncorrelated Space Algorithm and Its  
Application to Face Recognition 

Lin Yu-e    Gu Guo-chang    Liu Hai-bo    Shen Jing 
(College of Computer Science and Technology, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: Uncorrelated space algorithm is a fast method for the uncorrelated discriminant vectors extraction，but 
it may encounter the small size samples problem when it is applied to face recognition task. In addition, it is only 
a linear feature extraction technique. In this paper，kernel uncorrelated space algorithm is proposed. The key of the 
proposed algorithm is to how to compute the uncorrelated space in the higher dimensional feature space. As to this 
problem, a very simple and easy method is proposed, which originates from the eigenface that transforms the 
computation of the high order matrix into the computation of the low order matrix, and then the actual 
computation of the uncorrelated space in the higher dimensional feature space is reduced to a standard eignenvalue 
problem. In addition, the proposed algorithm can effectively overcome small size samples problem. The numerical 
experiments on facial databases of ORL show that the proposed method is effective and feasible. 
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1  引言  

不相关线性鉴别分析算法[1,2]是对经典 LDA 的

发展，并被认为是线性特征提取的最有效方法之一。

而文献[2]的方法不仅理论简单，且具有较快的求解

速度，本文为了将其与文献[1]算法区别，称之为不

相关空间算法(uncorrelated space algorithm)。然而

不相关空间算法，是假设总体散布矩阵非奇异时给

出的一种快速算法，而在实际应用中，特别是在人

脸识别中，经常会遇到高维小样本问题，使得总体

散布矩阵是奇异的，对此文献[2]并没有进行理论上

的研究与讨论。另一方面，不相关空间算法属于线

性特征提取方法，因而最终获得的只是线性特征。

但是现实中许多问题都是线性不可分的，而基于核
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函数的学习方法 [3 6]− ，由于可以使得线性不可分的

问题变得线性可分，因此已成为模式识别领域一个

新的发展方向。 
据此，本文提出了一种核不相关空间算法

(kernel uncorrelated space algorithm)。与文献[7]
提出的核不相关鉴别矢量集算法不同，本文的核不

相关空间算法不需假设数据是中心化处理的，也不

需对高维解进行事先假设，因而算法更具有一般性，

且理论更加简单。新算法的关键一步是如何求出高

维特征空间中的不相关空间，对此提出了一种新的

求解方法，该方法来源于 eigenface[8]求解高阶协方

差矩阵所采用的思想，也就是对于小样本问题，由

于协方差矩阵是对称矩阵，所以可以将高阶协方差

矩阵的求解转化成低阶协方差矩阵的求解，根据这

一思想，将高维特征空间中的不相关空间计算仍归

结为标准的特征值分解问题，同时所提出的算法能
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够有效地解决小样本问题。  

2  Fisher 准则与不相关空间算法 

首先将类内散布矩阵，类间散布矩阵和总体散

布矩阵分别记为： wS ， bS 和 tS ，则 Fisher 鉴别准

则函数定义为 
T

T( ) b

t
J = S

S
φ φφ
φ φ

              (1) 

不相关空间算法是一种求解不相关鉴别矢量集

的快速算法，它是以广义的 Fisher 鉴别准则函数和

一组共轭正交条件作为求解模型，其基本思想是，

假设 tS 可逆，已求出 1r − 个鉴别矢量，则对于鉴别

矢量 rφ ，可按下面的准则函数求出： 
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对于这组最佳鉴别矢量 1 2, , , rφ φ φ 的求解，为

了避免计算逆阵的迭代求解方法，不相关空间算

法提出了首先构造不相关空间V ，即求出V 使得
T

t =V SV I ，因此最终将求解不相关鉴别矢量集

转化成为在不相关空间里，求解使类间散布矩阵

到极大值的一组正交鉴别矢量集。具体步骤请参

见文献[2]。 

3  一种新的核不相关空间算法 

3.1 关于总体散布矩阵的奇异问题讨论 
在应用不相关空间算法时，实际上只有两种情

况，一种是当矩阵 tS 非奇异时，这时直接应用不相

关空算法就可求出不相关鉴别矢量集；另一种是当

矩阵 tS 奇异时，此时不能直接应用不相关空算法，

而基于核的非线性方法，首先要将原始训练样本通

过一个非线性映射 Φ 变换到某一高维(可能是无限

维)特征空间H 中，所以采用非线性变换后也存在

这一问题，因此在将不相关空间算法推广成为非线

性方法之前，首先对 tS 奇异情况进行理论分析与讨

论。 
定义1  设 1 2, , , nα α α 表示 tS 的标准正交的特

征矢量集，令 { 0, }n
t= = ∈Z x S x x R ， ⊥Z 代表Z的

正交补空间，则有 1 2span{ , , , }m⊥ =Z α α α ， =Z  

1 2span{ , , , }m m n+ +α α α ，其中 rank( )tm = S 。 
引理1[9]  设A为非负定阵，x 为n 维向量，则

T 0=x Ax ，当且仅当 0=Ax 。 
定理1  假设 tS 是奇异的， 1φ 为满足基于Fisher

准则函数 1( )J φ 的第 1 个统计不相关鉴别矢量，则有

1 ⊥∈Zφ 。 
证明  用反证法来证明。由于 1φ 为满足 1( )J φ 的

第 1 个统计不相关鉴别矢量，即 1φ 满足下式： 
T

T1 1
1 1 1T

1 1
max ( ) ,   s.t. 1b
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   (3) 

首先设 1 ⊥∉ Zφ ，且令 1 1 1= +wφ η ，其中 1 ,⊥∈w Z  

1 ,∈Zη 则有 
T T T T
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由引理 1和 1 ∈Zη 可得 T
1 1 0t =Sη η ，和 T

1 1 0t =w S η ，

而 T T T T
1 1 1 1 1 1( ) 0t t t= = =S w w S S wη η η 因 此 可 得

T
1 1t =Sφ φ T

1 1tw S w ；同理可得： T T
1 1 1 1b b=S w S wφ φ ；

因而可得 
T T
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而对于限制条件可得 T T
1 1 1 1 1t t= =S w S wφ φ 。 

综上所述，可知 1w 就是满足式(3)的特征向量，

因此可得： 1 1 ⊥= ∈w Zφ 。                 证毕 
定理 2  假设 tS 是奇异的，则对于满足式(2)的

任意一个不相关鉴别矢量 tφ ，都有 t ⊥∈Zφ ，其中

1, , 1t C= − 。 
证明  用归纳法来证明。由定理 1 知 1 ⊥∈Zφ ，

则假设已求出 t t ⊥= ∈w Zφ ( 1, , 1)t r= − ，则 rφ 即

是求使式(2)达到第 r 极大值的特征向量。设 r =φ  

r r+w η ，其中 r ⊥∈w Z ， r ∈Zη ，则按照定理 1 的

证明过程，不难得到： T T=( + ) ( + )r t r r r t r rS w S wφ φ η η  
T
r t r= w S w ， 及 T T( ) ( )r b r r r t r r= + + =S w S wφ φ η η  

T
r b rw S w ，因而可得 

T T

T T( ) ( )r b r r b r
r r

r t r r t r
J J= = =S w S w w

S w S w
φ φφ
φ φ

 

而对于限制条件可得 T T 1r t r r t r= =S w S wφ φ ，由于

( 1, , 1)t t t r⊥= ∈ = −w Zφ ， 则 T (r t t r= +S wφ φ  
T T T)r t r t t r t t= +S w S Sη φ φ η φ ，而由 ,r ∈Zη 则可得

T T T 0r t t r t t r t t= = =S w S w S wφ φ φ 。 
综上可知 rw 就是满足式(2)的特征向量，因而可得：

r r ⊥= ∈w Zφ 。因此，可知对于任意不相关鉴别矢

量 tφ 都有 t ⊥∈Zφ 。                       证毕 
由定理 1 和定理 2 知，就 Fisher 准则而言，子

空间Z中不存在任何有效的鉴别信息，不相关鉴别

矢量只能在 ⊥Z 中取。  
3.2 核不相关空间算法 

核不相关空间算法的基本思想:首先将原始训

练样本通过一个非线性映射 Φ 变换到某一高维(可
能是无限维)特征空间H 中，然后在高维特征空间

H 中完成鉴别矢量集的求解。假设有C 个样本类， 
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设第 i 类有 iN 个样本，共有 1
C
i iN N= =∑ 个样本， 

1 11
1 1[ ]cN N N

C C=X x x x x 表示全体样本集，其中
j n
i ∈x R 代表第 i 类的第 j 个样本，经过非线性映射

Φ 后，则X在高维特征空间H 中的表示为下式： 
1 11

1 1( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]cN N N
C CΦ Φ Φ Φ Φ=X x x x x   (4) 

上式中 ( )j
iΦ ∈x H ，是 j

ix 所对应的高维空间H
中的样本矢量，在高维空间H 中相应的类内散布矩

阵 w
ΦS ，类间散布矩阵 b

ΦS 和总体散布矩阵 t
ΦS 分别定

义如下 [10]： 
T T T( )( )( ) ( ( ))w

Φ Φ Φ= − − =S X I L I L X AA    (5) 
T T T( )( )( ) ( ( ))b
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T T T( )( )( ) ( ( ))t

Φ Φ Φ= − − =S X I M I M X TT  (7) 

式中I 是N N× 的单位阵， 1, ,( )l l c==L L 是N N× 的

块对角阵，其中每个对角块 lL 所有元素均为1/ lN ，

大小为 l lN N× 的矩阵，式中M 为大小为N N× 的

矩阵，该矩阵的所有元素均为1/N 。而此时所求的

鉴别矢量 rφ 即应满足： 
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核不相关空间算法的关键一步是如何求出高维

特征空间中的不相关空间，而由上一节的定理 1 和

定理 2 可知，有效的不相关鉴别矢量只取自 t
ΦS 的非

零空间，因此求解高维特征空间的不相关空间也就

是求出 t
ΦS 所有非零特征值与所对应的特征向量，然

而由于Φ 未知，因而不能直接计算出不相关空间，

对此给出一种新的求解方法，由文献 [8]所提出

eigenface 方法可知，该方法在计算高维数据的总体

散布矩阵时，使用了对称矩阵的一个性质，即 TTT
与 TT T具有相同的特征值，从而将高阶矩阵的求解

转化成为低阶矩阵的求解，因此将 eigenface 的求解

思想用到本文的算法中，下面将对这一求解方法进

行推导。 
根据 TTT 所对应的特征值与 TT T 的特征值相

同，所以首先来求 TT T的特征值与特征向量，即 
T T T

T

( ) ( ) ( )( )

      ( ) ( )

Φ Φ= − −

= − −

T T I M X X I M

I M K I M     (9) 

式中的 T( ) ( )Φ Φ=K X X 即为核矩阵，是由训练样本

的内积生成。 此时的K 为N N× 的对称矩阵(N 为

训练样本总数)，因此可得 

T

T

( ) ( )t
Φ

=

=
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T TU U
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Σ
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其中
0

0 0
m⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

Σ
Σ ， mΣ 是 TT T的非零特征值按降 

序排列的对角阵， Trank( )m = T T ，U 是 TT T的特

征向量组成的矩阵，令 1 2( , )=U U U ， 1 ,N m×∈U R  
( )

2
N N m× −∈U R ， 1U 为 TT T的所有非零特征值所对

应的特征向量，则可知 1 1( )( )Φ= = −P TU X I M U
即是 t

ΦS 所有非零特征值所对应特征向量，此时则有 
T T T T

1 1 1 1
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1 1 1 1

T T T
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因此可令 
1 1

1m m
− −= =V P TUΣ Σ          (10) 

则有 T
t
Φ =V S V I ，V 即是所求的不相关空间，

然后将 b
ΦS 投影至V 上，得 

T 1 T 1
1 1

1 T T T 1
1 1

( ) ( )

          ( )( )

b m b m
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− −

=

= − −
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U K L M L M KU

Σ Σ
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再对式(11)进行特征分解，求得前 1C − 最大特征值

所对应的特征向量，即完成了核不相关鉴别矢量的

求解过程，其具体实现步骤如下： 
(1)首先计算核矩阵K ； 
(2)求出式(9)有非零特征值及所对应的特征向

量，即 mΣ 和 1U ，此时可按式(10)设不相关空间为
1 1

1m m
− −= =V P TUΣ Σ ； 

(3)按式(11)将 b
ΦS 投影至V 上，然后对式(11)

进行特征分解，求得前 1C − 最大特征值所对应的特

征向量 Γ ，则最终所得的核不相关鉴别矢量集为
1

1 m
−= =V TUΨ Γ Σ Γ 。  

4  实验 

为了验证提出算法的性能，在ORL人脸库上进

行了实验。 在ORL人脸库中，有40个人的400幅图

像，每人10幅，其中有些图像是拍摄于不同时期，

人脸姿态有相当程度的变化，深度旋转和平面旋转

可达20°，人脸的尺度也有多达10%的变化，每幅图

像的分辨率为112×92。 实验中采用最近邻方法进

行分类，算法所使用的核函数为高斯核函数， ( , )k x y  
2exp(|| || / )x y σ= − ，其中 5.5e 7σ = + 。对核不相关

空间算法与不相关空间算法的识别性能进行了比

较。  
首先在实验中选取每人的前 5 幅图像作为训练

样本，剩余图像作为测试样本，对两种算法提取

19-39 个鉴别矢量所得识别率进行了比较，结果如
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图 1 所示。可以看出核不相关空间算法在 19 个鉴别

矢量时，就取得较好的识别率，明显优于线性算法，

当提取 39 个鉴别矢量时，核不相关空间算法达到了 

 

图 1 鉴别矢量个数变化时两种方法的性能比较 

最高识别率 0.96，而线性的算法只有 0.93。  
为了进一步验证提出算法的性能，将本文算法

与不相关空间算法，KPCA，KFisher 和文献[7]的
方法进行了比较，本次实验中，每人分别随机选取

3-6 幅图像作为训练样本，剩余的图像作为测试样

本，每组实验重复进行 10 次，取平均值作为识别结

果，实验结果如表 1 所示。从表 1 的识别结果可以

看出，核不相关空间算法明显优于线性不相关空间

算法，这也说明经过非线性变换后，确实可以提高

算法的识别性能，而且也优于 Kfisher 和 KPCA，

这是因为本文算法所求得的鉴别矢量集，彼此之间

具有不相关的特性，因而其识别结果优于这两种核

方法，同时也不低于文献[7]的识别性能，这说明本

文的求解方法较文献[7]的求解方法更加有效。 

表 1  5 种方法实验结果的比较 

样本数目及正确识别率(％) 
算法名称 

3 4 5 6 

不相关空间算法 88.35 91.50 92.25 93.63 

KPCA 88.86 92.45 94.20 95.12 

KFisher 89.21 93.83 95.30 96.25 

文献[7]算法 92.86 95.58 97.40 97.63 

本文算法 93.07 96.33 97.40 97.75 

5  结论 

本文进一步完善与发展了原有的不相关空间算

法，提出一种核不相关空间算法，新算法不需事先

对数据进行中心化处理，也不需对高维解进行假设，

因而更简单，也更具有通用性。核不相关空间算法

的关键一步是如何求出高维特征空间中的不相关空

间，对此根据 eigenface 求解高阶协方差矩阵所采用

的思想，将高维特征空间中的不相关空间计算仍归

结为标准的特征值分解问题，同时所提出的算法能

够有效地解决小样本问题，从而为基于核映射的不

相关矢量集算法提供了一种新的求解思路。 
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