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波原子纹理图像阈值算法 
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摘  要：该文提出了一个新的依赖于 Besov 光滑参数和尺度的波原子软阈值纹理图像去噪模型。该模型充分考虑

了新的多尺度几何分析工具——波原子的优良特性，比如波原子正交基和框架的灵活选取，对振荡纹理图像的稀疏

表示，波长和支撑尺寸满足抛物尺度关系等。数值实验表明，新模型比硬阈值和软阈值具有更好的去噪性能，而且

随着 Besov 光滑参数的增加信噪比有明显提高。  
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Threshold Algorithm of Texture Images with Wave Atoms 
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Abstract: A novel denoising model for texture images is proposed, which is the soft threshold algorithm depending 
on both the smoothing parameter in Besov spaces and the scales of wave atoms. This model well considers the good 
properties of new multiscale geometric analysis tool—wave atoms, such as the flexible choice of the orthonormal 
basis and tight frames, sparse representation of the oscillatory texture images, as well as parabolic scaling between 
wavelength and the size of the essential support. Numerical experiments show that the proposed model not only 
has a better denoising performance comparing to the hard and soft threshold, but also significantly improves the 
SNR with the increase of the smoothing parameter in Besov spaces. 
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1  引言  

图像在采集、处理以及传输过程中，不可避免

地会受到各种噪音的干扰，比如白噪音，散粒噪音，

热噪音等。这些噪音的存在影响了图像的质量，尤

其是破坏了图像在结构、内容等方面像素之间的相

关性，从而影响图像的进一步分析，如分割、识别

和理解。因此，图像降噪是一种常用的图像预处理

方法，其目的为改善图像质量，突出图像本身的期

望特征。 
小波分析是二十世纪九十年代出现的一门新的

数学方法。由于具有时-频局部化特点和多尺度特

性，在图像处理的多个领域，如图像编码、图像分

割、纹理识别、边缘检测、图像去噪和恢复等方面

得到了广泛应用并已成为 JPEG2000 的核心技术。

小波对含点状奇异的目标函数是最优的基，但是对

具有线状奇异的函数而言，小波并不能达到最优的
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稀疏逼近。 
生理学家对人类视觉系统和自然图像统计模型

的研究结果表明，一种“最优”的图像表示法应该具

有如下的特征 [1] ：(a) 多分辨：能够对图像从粗分

辨率到细分辨率进行连续逼近，即“带通”性；(b) 局
域性：在空域和频域，这种表示方法的“基”应该是

“局部”的；(c) 方向性：其“基”应该具有“方向”

性,不仅仅局限于二维可分离小波的 3 个方向。 
为了克服小波对高维数据表示的局限性，多尺

度几何分析应运而生。它致力于构建最优逼近意义

下的高维函数表示方法 [2]，这方面的代表性工作包

括：脊波框架 [3] 和正交脊波(Ridgelet) [4] ，单尺度脊

波 [5] ，第 1 代曲线波 [6] 和第 2 代曲线波 [7] ，

Bandlet [8] ，Shearlet [9] 等。 
在自然图像中，灰度值的突变并不总是对应着

物体的边缘，许多时候是由于纹理的变化而产生的。

所有基于边缘的自适应方法需要解决的一个共同的

问题是如何确定图像中灰度值剧烈变化的区域对应

的是物体的边缘还是纹理。实际上这是一个非常困
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难的问题，因而对于纹理图像的研究也越来越受到

人们的重视。比如文献[10]，作者利用 Gabor 小波

给出了一种无边缘活动围道纹理分割办法。正如文

献[2]所叙述的，上述变换 [2 9]− 都是基于一类特殊的

具有光滑边缘的几何图像模型来分析的，并取得了

很好的非线性逼近效果。然而，对于更复杂的图像，

例如纹理图像，它们并不是最优的。 
最近，Demanet 和 Ying [11]提出了一种新的多

尺度图像分析工具，即波原子(wave atoms)。它是

一种特殊的二维波包的变形，与曲线波相比，其基

的支撑区间是各向同性的，即波长约等于支撑尺寸。

而其每个波包的振动周期和支撑尺寸满足抛物尺度

关系，即波长约等于支撑尺寸的平方，在这个意义

下可以简单地将波原子理解为方向小波和 Gabor 原
子的插值。相对于小波，Gabor 原子和曲线波而言，   
波原子对于振荡函数(可以认为是一个简单的纹理

模型)具有最优的稀疏表示。具体地说，对于给定的

精度，只需要 ( )O N 个波原子系数就可以表示，但却

需要 3/2( )O N 个曲线波系数， 2( )O N 个小波系数和

Gabor 原子系数才能达到同样的精度。 
文献[12]将波原子和 TV 正则化技术相结合得

到了很好的纹理表面特征刻画。文献[13]将二代曲线

波变换和波原子运用于各项异性对流扩散方程，对

纹理图像得到了很好的去噪效果。除此之外，目前

对于波原子应用方面的研究尚未见到其它文献。在

上述文献中，作者都是采取了简单的kσ ( 0 3k≤ ≤ )
阈值算法。硬阈值方法虽然可以很好地保留图像纹

理等局部特征，但图像会出现振铃等视觉失真，而

简单的软阈值处理相对平滑，但可能会造成边缘模

糊等失真现象。本文将波原子运用于变分问题，得

到了一种依赖于 Besov 光滑参数和尺度的波原子阈

值算法。实验结果表明，该方法对于振荡纹理图像

(如指纹，自然纹理，Lena 图像)都具有较好的去噪

效果。 

2  波原子 [11]  

假设h 是一个实值的、无穷光滑的冲击函数，

支撑区间为 [ ]7 /6,5 /6π π− 。当 /3ω π≤ 时，满足等

式 2 2( /2 ) ( /2 ) 1h hπ ω π ω− + + = 和 ( /2 2 )h π ω− −  
( /2 )h π ω= + 。定义 hν = 是函数h 的逆 Fourier 变

换，并且假定 
0 ( 1/2)( ) 2Re{ (( 1) ( 1/2))}i m x m
m x e xπψ ν+= − −   (1) 

则有 
0 /2
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其中 ( 1)mmε = − ， ( /2)( 1/2)m mα π= + ，并且满足 

2
0 ( ) 1m

m

ψ ω =∑ 。其平移{ ( )}m x nψ − ，n Z∈ ， m =  

0,1,2, 就构成了 2( )L R 空间中的一组规范正交基，

从而构成了频域坐标平面的一致覆盖。 
引入尺度指标 j ，并重新将基函数写为 , ( )j

m n xψ  
( 2 )j j

m x nψ −= − /2 02 (2 )j j
m x nψ= − ，则所得的波包就

构成了 2( )L R )空间中的规范正交基。需要强调的是，

虽然文献[14]仍然将基函数 ,{ ( )}j
m n xψ 称作波包，但它

与标准的小波包有着本质的差异，其在空域和频域

具有一致有界局部化性质，这一点对于波原子的构

造及其性质起着至关重要的作用。 
二维波包可以通过张量积的形式来实现，即 

1 21 2 1 1 2 2( , ) ( 2 ) ( 2 )k j k j
m mx x x n x nμϕ ψ ψ+ − −= − −   (3) 

1 21 2 1 1 2 2( , ) ( 2 ) ( 2 )k j k j
m mx x H x n H x nμϕ ψ ψ− − −= − −  (4) 

其中H 是 Hilbert 变换， 1 2( , , ) ( , , ,j m n j m mμ = =  

1 2, )n n ，对应于相位空间的一个点 ( , )xμ μω ， xμ =  
2 j n− 和 2j mμω π= ，并且满足 1 1,2

2 maxj
ii

C m
=

≤ ≤  

22
jC ，这里 1C 和 2C 是两个正常数。由于 1 2( , )x xμϕ

+ 和

1 2( , )x xμϕ
− 都是规范正交基(事实上，它们就是一对波

原子规范正交基 (WAOB))，那么其组合 (1)
μϕ =  

( )/2μ μϕ ϕ+ −+ 和 (2) ( )/2μ μ μϕ ϕ ϕ+ −= − 就构成了冗余为

2 的波原子紧框架(WATF)。 

3  波原子变分阈值算法 

对于带噪图像来说，其模型通常表示为 

0f g n= +                (5) 

其中 g 是原始干净图像；n 是图像中加入的噪声； 0f
为带噪的观测图像。 

利用先验知识重构图像 f 是数学上的不适定问

题，通常采用正则化技术。在图像恢复中，一类经

典的基于偏微分方程 (PDE)的正则化方法是由

Rudin， Osher 和 Fatemi [15]提出的总变分极小化模

型，即 ROF 模型。由于 ROF 模型把图像看成是有

界变差空间(即 BV 空间)中分片连续的函数，所以

该模型在去噪的同时，能很好地保持图像的边界。

然而上述方法有以下不足：(a)求解 PDE 需要大的

计算复杂度；(b)对于纹理图像，仍然不太适合。 
Chambolle 和 Lucier [16]为迭代的平移不变小波

阈值提供了一个新的数学框架：当使用正交小波时，

平移不变小波阈值等价于空间 2( )L Ω 中沿着
1
1 1( ( ))B L Ω 半范的梯度下降的一个连续压缩半群，从

而可以将迭代的平移不变小波阈值看作一个非线性

图像光滑尺度空间。此方法的本质是将图像放在

Besov 空间来刻画其正则性，利用小波系数和 Besov
半范的等价性，得到了简单的阈值算法。 
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对于波原子紧框架而言，它本质上是由两组波

原子规范正交基得到的，是一种特殊的小波包。另

一方面，波原子对振荡纹理而言，具有很好地稀疏

表示。结合以上两点，本文给出以下基于波原子的

变分模型 

( ) 2 1 1

( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ( ))

min{ 2 }
i

i i i
L B Lf

f f f αΩ Ω
λ− +     (6) 

其中 1,2i = ，表示将噪声图像 0f 对应于正交波包
(1)
μϕ 和 (2)

μϕ 分解成两部分 (1)
0f 和 (2)

0f ，分别处理得到
(1)f 和 (2)f 。 ( )

( ( ))| |
q p

i
B Lf α Ω 表示 Besov 空间 ( ( ))q pB Lα Ω  

( 0 p< ≤∞，0 q< ≤∞ )的半范 [17] 。通常对于Besov
空间而言，函数的 Besov 半范与其小波系数序列具

有 一 定 的 等 价 性 ， 对 于 p q= 有 ( ( ))p pB Lf α Ω ≈  
1/

( 1)2
p

p
fμ α
μ

μ

−
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ 。 

    若近似地取
1 1

( 1) ( )
( ( )) 2 i

B Lf fα
μ α

μΩ
μ

−≈ ∑ ，μ 表示 

波原子尺度， ( )ifμ ( 1,2i = )是 (1)f 和 (2)f 所对应的正交

波原子系数。于是，式(6)又可近似表示为 

( ) 2

( 1)( ) ( ) ( )
0min 2 2

i

i i i
lf

f f fμ α
μ μ μ

μ
λ −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪− +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑     (7) 

求解式(7)可得两组正交的波原子系数 
( 1)

( ) ( )
0 02

{ : 0} { ( ) : 0}, 1,2i if S f iμ αμ μλ
μ μ−= ∪ > =  (8) 

其中 ( )S xλ 为软阈值算子。将式(8)中的两组系数组

合得到一组波原子框架系数，记为 0f μ 。按照波原子

框架重构算法可得图像 f ，这就构成了依赖于尺度

的波原子软阈值算法。 

4  数值实验 

为了验证上述算法的有效性，本文分别对三幅 

不同类型的图像(见图 1)进行了仿真实验。对于原始

图像g 和去噪图像 f ，大小为M N× ，选择标准的

信噪比(SNR)来评价实验结果，其中 SNR(dB)定义

为 

2

1 1

2

1 1

( ( , ))
SNR 10 lg

( ( , ) ( , ))

M N

i j
M N

i j

f i j

f i j g i j

= =

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑

∑∑
    (9) 

表 1 给出的是波原子变换对应的硬阈值、软阈

值，以及依赖于尺度的软阈值(光滑参数分别取

1.2α = 和 1.5α = )，对带有不同强度高斯白噪声图

像处理后 SNR 的对比结果，其中取 kλ σ= ( 0 k≤  
3≤ )来控制参数。图 2 给出了上述 3 种方法对指纹

图像在 20σ = 的去噪效果图。 
由实验结果可看出，本文提出的依赖于尺度的

阈值算法对含噪纹理图像处理后的 SNR 要比单纯

的硬阈值或软阈值要高。具体地说，对于指纹图像

和自然图像，当 1.5α = 时，要高大约 0.7 dB 以上，

对于 Lena 图像也要高大约 0.2 dB 以上。同时利用

依赖于尺度的方法得到的去噪图像看上去比直接的

硬阈值和软阈值方法处理后的结果更加清晰、自然，

从而改善了图像的视觉效果。 
此外，对于新的依赖于尺度的波原子阈值模型，

图 3(a)针对指纹图像和自然纹理图像给出了光滑参

数对信噪比的影响，其中 20σ = ，光滑参数α介于

0.5-1.5 之间，阈值参数k 介于 0.1-3.0 之间，步长

均为 0.1。由图可以看出，随着光滑参数α的增加，

信噪比也在逐渐变大。 
最后，图 3(b)对指纹图像分别给出波原子硬阈

值、软阈值和依赖于光滑参数和尺度的软阈值算法 

 

图1 三幅测试图像 



1794                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 31 卷 

 

表1 不同阈值方法信噪比(dB)比较 

图像 Fingerprint Nature texture Lena 

σ  10 20 30 10 20 30 10 20 30 

噪声 12.96 6.93 3.41 11.79 5.77 2.25 13.60 7.58 4.06 

硬阈值 15.31 11.19 9.05 12.98 8.80 6.63 19.08 15.37 13.43 

软阈值 15.70 11.49 9.31 13.60 9.25 6.98 18.90 15.09 13.02 

新方法 1.2α =  15.85 11.73 9.65 13.62 9.34 7.11 19.11 15.38 13.44 

新方法 1.5α =  16.13 12.07 10.00 13.70 9.44 7.29 19.28 15.77 13.70 

 

 
图 2 带噪的指纹图像和 3 种方法去噪图像                     图 3 信噪比随光滑参数和阈值参数 k 的变化曲线 

所对应的信噪比和参数 k 的关系，其中取 20σ = ，

光滑参数 1.2α = ，阈值参数k 介于 0-2.0 之间，步

长均为 0.1。由图可以看出，按照上述k 的选取办法，

最优的信噪比分别对应着唯一的 k 。具体地说，当

取 k = 1.8; 0.8; 0.5 时，硬阈值、软阈值和依赖于光

滑参数和尺度的软阈值算法得到的最佳信噪比分别

为 11.19 dB，11.49 dB 和 11.73 dB。由实验结果可

知，阈值 2λ σ< ，这也进一步证实了 Demanet 和

Ying [11]的观点，即指纹应该属于振荡纹理图像，波

原子对其具有稀疏的表示。 

5  结束语 

本文给出一个新的依赖于 Besov 光滑参数和尺

度的波原子软阈值纹理图像去噪模型。与简单的硬

阈值和软阈值相比，新模型考虑了波原子的构造，

以及对振荡纹理图像的稀疏表示。数值实验表明，

新模型对指纹图像，以及自然纹理图像，含有纹理

信息的 Lena 图像比简单的硬阈值和软阈值具有更

好的去噪性能，而且随着 Besov 光滑参数的增加信

噪比有明显提高。用波原子来度量纹理图像是恰当

的，并具有较高的 Besov 光滑参数。 
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