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基于对偶树复数小波变换的邻域自适应的图像降噪 

周登文    刘克勤 
(华北电力大学计算机科学与技术系  北京  102206) 

摘  要：该文提出一种新的基于对偶树复数小波变换的邻域自适应的图像降噪方法，它是现存的 NeighShrink 降噪

方法的改进。该文运用 Stein 的无偏风险估计，在小波域每一个子带为 NeighShrink 方法确定一个最优的阈值和邻

域窗口，并将 NeighShrink 方法从正交的小波变换推广到对偶树复数小波变换。实验结果证实，该文方法比当前基

于小波的最具竞争力的图像降噪方法取得了更好的降噪效果。 
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Neighborhood Adaptive Image Denoising Using  
Dual-Tree Complex Wavelet Transform  

Zhou Deng-wen    Liu Ke-qin 
(Department of Computer Science and Technology, North China Electric Power University, Beijing 102206, China) 

Abstract: In this paper, a new neighborhood adaptive image denoising method is proposed using dual-tree complex 
wavelet transforms. It is an improvement of the existing denoising method NeighShrink. The optimal thresholds 
and neighboring window sizes are determined for every subband in the wavelet domain using Stein’s unbiased risk 
estimate, and NeighShrink is also extended from orthogonal wavelet transforms to dual-tree complex wavelet 
transforms in this paper. Experimental results show that the proposed method performs better than some of the 
existing methods.  
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1  引言  

近十多年来，Donoho 和 Johnstone[1]提出的基于小波变

换的取阈值或收缩的降噪方法取得了极大的成功。在他们开

创性的工作之后，出现了大量的改进的方法。所有的改进主

要表现在两个方面：第一是优化阈值的选择；第二是导出新

的收缩函数。本文无意在这里综述这些方法，而是特别引用

Cai 和 Silverman 提出的一维信号的降噪方法 NeighCoeff[2]。

在对小波系数取阈值的过程中，NeighCoeff 融合了邻域的小

波系数。Chen 等将 Cai 和 Silverman 的方法用于二维图像降

噪，称之为 NeighShrink[3]。 

抽样的离散的小波变换(DWT)不具有平移不变的性质，

导致基于DWT的降噪方法产生的降噪图像存在一些缺陷。

Coifman和Donoho指出：基于DWT的收缩降噪存在着视觉

伪像[4]，它们是由信号断点处Gibbs振动引起的。他们建议使

用循环移动平均的方法来抑制这种缺陷，它等价于平移不变

或非抽样的小波变换(UWT)。平移不变的性质也可以通过利

用对偶树复数小波变换(CWT) [5]来获得。 

当前最好的图像降噪算法均利用了小波变换平移不变

的性质，它们或使用了UWT，例如文献[6-8]，或使用了
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CWT，例如文献[9]。本文中提出了一种新的降噪方法：将

NeighShrink推广到CWT，并利用Stein的无偏风险估计

(SURE)[10]，在每一个小波子带计算最优的阈值和邻域窗口。

较之当前最好的降噪算法，本文方法取得了更好的降噪结

果。 

2  对偶树复数小波变换 

为了方便问题的讨论，先简单介绍一下对偶树复数小波

变换理论[5]。一维 CWT 按照平移和伸缩的复数小波分解信

号 f(t)： 

0 0
0

, , , ,( ) ( ) ( )j j j j
j j
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∈ ≥ ∈

= +∑ ∑∑       (1) 

其中
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rH 和 1

rH 用于实部， 0
iH 和

1
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对于二维的情形，CWT使用复数尺度函数和6个复数小
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6个小波函数分别指向6个方向 { 15 , 45 , 75 ,= + + +B  

15 , 45 , 75 }− − − ，二维CWT 6个子带分别朝向6个小波函

数的方向。基于一维复数函数φ ， ψ 的可分的二维CWT，

我 们 有 15
1 2( ) ( ) ( )s s sψ φ ψ+ = ， 45

1 2( ) ( ) ( )s s sψ ψ ψ+ = ，
75

1 2( ) ( ) ( )s s sψ ψ φ+ = ， 15 *
1 2( ) ( ) ( )s s sψ φ ψ− = ， 45 ( )sψ− =  

*
1 2( ) ( )s sφ ψ 及 75 *

1 2( ) ( ) ( )s s sψ ψ φ− = 。其中 *φ 和 *ψ 是φ和ψ
的共轭。二维CWT展开表示x(s)是4倍冗余的紧标架。 

隐藏在CWT背后的思想是很简单的：使用两个实数

DWT，一个DWT给出变换的实部，另一个DWT给出虚部。

,
r
jψ 和 ,

i
jψ 构成一个Hilbert变换对，使得CWT具有几乎平移

不变的性质，这是CWT较之于DWT的一个极有价值的增

强。对于二维情形，它具有 15± ， ±45 和 75± 六个方向，

而DWT只有 0 ，45 和 90  3个方向。二维CWT较之DWT

也提供了更多的方向选择性。 

3  NeighShrink 收缩降噪 

图像降噪问题可以描述为给定观察数据 ijY 作为信号

ijX 的有噪实现： 
,   1, , ,   1, ,ij ij ijY X i I j Jε= + = =       (3) 

其中 { }ijε 独立于信号，且是独立恒等分布(iid)的高斯随机变

量，即 2(0, )ij Nε σ∼ ， 2σ 是噪声的方差。我们的目标是要

基于 ijY 找到 ijX 的最优估计，测度最优估计的客观准则通常

是较小的均方误差(MSE)或较大的峰值信噪比(PSNR)。

MSE 和 PSNR 计算公式如下： 

MSE 2

1 1

1
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I J
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= −∑∑          (4) 

PSNR
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2

10
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其中X 是X的估计。 

DWT 具有能量集中和系数簇聚的特点。也就是说，一

个较大的小波系数的邻域系数也较大的概率很高。利用

DWT 的这个性质，针对一维信号，Cai 和 Silverman[2]提出

了邻域系数收缩估计方法 NeighCoeff。假定 jkw 是一维有噪

信号的小波系数， 2 2 2 2
, 1 , 1jk j k jk j kS w w w− += + + ，小波系数的收

缩估计式为 
2 2(1 / )jk jk jkw S wλ += −               (6) 

其中λ 是 universal 阈值。计算 2
jkS 时，如果 jkw 超出了小波

系数范围，简单地忽略该项系数的计算。 

Chen 等[3]将 NeighCoeff 的估计方法用于图像降噪，并

称之为 NeighShrink。对每一个子带的每一个系数 jkw ，考虑

一个邻域窗口 jkB ，窗口尺寸可以是 3 3× ，5 5× ，7 7× 等。

图 1 给出了一个邻域窗口实例，窗口中心是待取阈值的小波

系数。对于二维图像，每个子带系数的估计仍然使用式(6)， 
但是， 2

jkS 的计算公式修改为 2 2

, jk

jk il
i l B

S w
∈

= ∑ 。 

NeighShrink 方法可以推广到对偶树复数小波变换。由

于 CWT 系数是复数，所以，将收缩估计式(6)修改为 

 

图 1 邻域窗口实例，窗口中心是被取阈值的小波系数 

2

21
abs( )

jk jk
jk

w w
S

λ

+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
            (7) 

abs 表示取复数的模。下面，以 512 512× 的 Lena 图像为例，

比较 NeighShrink 分别应用于 DWT (NeighShrink DWT)和

CWT (NeighShrink CWT)及FeatShrink[6]的降噪效果，Lena

原图像参见图 2。对原图像添加的高斯随机噪声的标准差分

别为 10，20，30 和 60，NeighShrink DWT 和 NeighShrink 

CWT 邻域窗口分别取为 3 3× 和 5 5× ，universal 阈值

2 log( ) 3.53nλ σ σ= ≈ 。3 种方法降噪得到的 PSNR 如表 1

所示。 

 

图 2 Lena 和 Barbara 原图像 

表 1 3 种方法 PSNR(dB)比较 

σ  FeatShrink 
(UWT) 

NeighShrink DWT 
( 3 3× 邻域窗口) 

NeighShrink CWT 
( 5 5× 邻域窗口) 

10 34.45 34.38 34.97 

20 31.52 30.91 31.61 

30 29.69 28.76 29.52 

60 26.71 24.86 25.82 

从表 1 看到的结果是令人鼓舞的。NeighShrink CWT

不仅一致优于 NeighShrink DWT，也在较低噪声级下，优

于 FeatShrink 方法。它们共同的问题是不如 FeatShrink 健

壮，随着噪声级的增高，降噪结果变坏。 

4  邻域自适应的收缩降噪 

NeighShrink CWT 较之 NeighShrink DWT，降噪效果

已有很大的改进。但是，不够健壮，即噪声级增高时，降噪

结果变坏。这个问题源于 NeighShrink 在每个小波子带上使

用了固定的阈值和邻域窗口尺寸，使用自适应的阈值和邻域
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窗口就可以克服这个缺陷。方法如下：对每一个子带系数实

部，通过最小化 Stein 的无偏风险估计[10]，计算各个子带系

数实部最优的阈值和邻域窗口尺寸，然后用这些参数对各子

带系数的实部和虚部用式(6)进行收缩。下面给出给定子带上

最优阈值和邻域窗口尺寸的推导过程。为了简化记号，子带

s 上 sN 个小波系数的实部 位于子带{ , , }s ijw i j s= ∈w 被重

组为一个一维向量 { : 1, , }s n sw n N= =w 。同样，与 sw 对

应的无噪小波系数的实部 位于子带{ , , }s ij i j sθ= ∈θ 也被重

组成一维向量 { : 1, , }s n sn Nθ= =θ 。Stein 已证明：基于

数据 sw ，对 sθ 的估计为 sθ ，期望损失或风险 (亦即

MSE) {|| ||}s sE −θ θ 可被无偏估计。通常情况下，假定噪声

标准差 1σ = ，则 

{ } { }2 2
22

( ) 2 ( )s s s s sE N E ∇− = + +g w g wθ θ     (8) 

其中 1( ) { } sN
s n n s sg == = −g w wθ ， n

n
n

g
w

∇ ∂≡
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根据式(6)，可以得到： 
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假定邻域窗口的尺寸为 L(L 限定为大于 1 的奇数，如 3，

5，7 等)，令 
2

2
SURE( , , ) ( ) 2 n

s s n nn n
n

g
L N g w

w
λ ∂= + +∑ ∑w   (12) 

则 { }2
2{|| || } SURE( , , )s s sE E Lλ− = wθ θ 是期望风险的无偏

估计。选择给定子带的邻域尺寸 sL 和阈值 sλ ，使

SURE( , , )s Lλw 最小化，即 

,
( , ) arg minSURE( , , )s s

s
L

L L
λ

λ λ= w         (13) 

上面的阈值和邻域尺寸是假定 1σ = 时导出的，对于非

单位方差的数据，在使用式(13)计算阈值和邻域窗口尺寸之

前，应先估计噪声标准差 σ ，并将小波系数的噪声方差标准

化为 1。一个好的噪声方差估计方法是用最精细分解层对角

子带系数绝对值的中值来估计[1]： 

其中 最精细分解层对角子带
median(| |)

, 
0.6745

s
sσ = ∈w w (14) 

5  实验结果 

下 面 将 本 文 方 法 与 当 前 最 好 的 一 些 降 噪 算 法

FeatShrink[6]，ProbShrink[7]，BiShrink[9]，以及基于 SURE

的最新的降噪方法 SURE-LET[8]进行比较。选择两个

512 512× 的标准测试图像 Lena 和 Barbara，它们被污染的

高斯噪声的标准差有一个较宽的范围，分别为 10，20，30，

50 和 100。两个原测试图像如图 2 所示。 

FeatShrink，ProbShrink 和 SURE-LET 使用 4 个分解

层的 UWT，且前两者使用 Daubechies symmlet 8 个零矩小

波，后者使用 Haar 小波，考虑到 Blu 等使用 Haar 小波获得

了最好的结果。BiShrink 和本文方法采用 6 个分解层的

CWT。两个测试图像和 5 种方法在不同噪声级下计算出的

PSNR 如表 2 所示。 

表 2 各种降噪方法 PSNR(dB)比较 

 
FeatShrink 

(UWT) 

ProbShrink 

(UWT) 

BiShrink 

(CWT) 

SURE- 
LET 

(UWT) 

本文 
方法 

(CWT) 
σ  Lena 

10 34.45 35.01 35.30 34.78 35.33 

20 31.52 31.92 32.33 32.01 32.39 

30 29.69 30.04 30.55 30.30 30.60 

50 27.50 27.68 28.27 28.18 28.31 

100 24.65 24.70 25.20 25.40 25.39 

σ  Barbara 

10 32.44 33.27 33.30 31.03 33.42 

20 28.34 29.32 29.66 27.94 29.82 

30 25.90 27.14 27.61 26.01 27.78 

50 23.41 24.44 25.21 24.07 25.45 

100 21.78 21.94 22.48 22.24 22.69 

从表 2 可以看出：本文方法明显优于其它 4 种方法。下

面，我们以污染噪声标准差为 30 的 Barbara 为例，观察上

述 5 种方法降噪图像的视觉质量。由于完整图像的降噪细节

很难分辨，我们截取一个局部来观察，5 种方法的 PSNR 分

别为 25.90dB，27.14dB，27.61dB，26.01dB 和 27.78dB，

如图 3 所示。BiShrink 和本文方法降噪图像的视觉效果明显

优于其它三种方法。FeatShrink 生成的图像被过度光滑，丢

失了较多的纹理细节；ProbShrink 生成的图像虽较好地保留

了纹理细节，但是残存一些伪像；SURE-LET 生成的图像比

较模糊；BiShrink 和本文方法生成的图像不仅较好地保留了

纹理细节，也更为清晰，几乎没有伪像，这两种方法生成的

图像在视觉上就很难分辨优劣，它们的 PSNR 也是相当接近

的。 

5种方法对Barbara图像降噪的PSNR曲线如图 4所示。

从图 4 可以更直观地看出：ProbShrink 方法的 PSNR 一致

高于 FeatShrink 方法；BiShrink 方法的 PSNR 一致高于

ProbShrink 方法；在低噪声级时，SURE-LET 方法的 PSNR

是最低的，但在大噪声级时，其 PSNR 超过了 FeatShrink

和 ProbShrink 方法；本文方法的 PSNR 一致高于其它四种

降噪方法，但与 BiShrink 方法的结果很接近，PSNR 的增益 
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图 3 30σ = 时 Barbara 有噪图像的降噪。从左到右、从上到 

下分别为：有噪的图像，PSNR = 18.59dB；FeatShrink， 

PSNR = 25.90dB； ProbShrink，PSNR = 27.14dB； 

BiShrink，PSNR = 27.61dB；SURE-LET， 

PSNR = 26.01dB；本文方法，PSNR = 27.78dB。 

 

图 4 5 种降噪方法对 Barbara 图像降噪的 PSNR 曲线 

在 0.12 ~ 0.26dB 之间。 

6  结论 

本文提出了一种新的自适应的图像降噪方法。它是基于

对偶树复数小波变换，利用 Stein 的无偏风险估计[10]，针对

CWT 变换系数的实部，计算 NeighShrink CWT 在各个子

带实部最优的阈值和邻域窗口尺寸。然后，用这些参数对各

子带系数的实部和虚部分别进行收缩。实验结果证实：该方

法比当前最好的图像降噪算法 FeatShrink[6]，ProbShrink[7]，

SURE-LET[8]和 BiShrink[9]方法的降噪效果更好。 
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