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基于 GSVD 的核不相关辨别子空间与雷达目标识别 
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摘  要：该文提出了一种基于广义奇异值分解的核不相关辨别子空间算法，并将其用于高分辨距离像雷达目标识别。

新算法结合广义奇异值分解与核方法的优点，有效地解决了传统方法面临的矩阵奇异问题，同时进一步改善了目标

的类可分性。其次，依据 Fisher 准则导出了距离像总散度矩阵零空间中不含有有用辨别信息的结论。利用这一结

论，可以在求解核不相关最优辨别矢量之前对各散度矩阵进行预降维，以减小后续运算的计算复杂度。对 3 类飞机

目标实测数据的识别结果表明了所提方法的有效性。 
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Uncorrelated Discriminant Subspace of GSVD 
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Abstract: A Kernel Uncorrelated Discriminant Subspace (KUDS) method based on Generalized Singular Value 
Decomposition (GSVD) for radar target recognition is proposed. The new method combines with the advantage of 
GSVD and kernel trick, which can effectively overcome the limitation of traditional linear methods in solving 
singular problem, but also improve the class separability further. In addition, a conclusion from Fisher’s criterion 
that there exists no useful discriminative information in the null space of the range profile population scatter 
matrix is derived, which can be used to reduce the dimensionality of original scatter matrices as well as the 
computation complexity of the following operation of solving kernel optimal discriminant vectors. Experimental 
results based on three measured airplanes data confirm the effectiveness of the proposed method.  
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1  引言  

雷达目标识别是指从接收到的目标散射回波中提取目

标的稳定特征和相关信息，对目标的类别、属性等作出判决。

研究表明，高分辨距离像(HRRP)含有目标精细的几何结构

信息，相对于二维或三维成像具有易于获取和处理的特点，

对实现雷达目标识别具有十分重要的意义 [1 4]− 。但 HRRP 敏

感于目标姿态角的变化，常常给目标识别带来困难。因此，

要解决好雷达 HRRP 目标识别的问题，如何提取稳健、有效

的特征非常关键。 

子空间法是一种经典的特征提取方法，在包括雷达

HRRP 目标识别等应用中都获得了良好的效果 [2 4]− 。在模式

识别理论中，为减少特征子空间的冗余信息，一般都希望所
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提取的特征之间统计相关性越小越好，最好是不相关的。Jin

等提出了统计不相关最优辨别矢量集的概念，并给出了线性

求 解 的 方 法 [5,6]( 即 不 相 关 辨 别 分 析 ， Uncorrelated 

Discriminant Analysis，UDA)。随后，Liang 等基于核机器

学习理论对 UDA 作了非线性推广，提出了核不相关辨别分

析[7](KUDA)方法。实验结果表明，KUDA 不仅有效地改善

了目标的类可分性，同时提高了识别的稳健性。然而，它与

UDA 一样，求解L 个最优辨别矢量必需计算L 个广义特征

方程，显然，目标类别数较多时计算量也将会比较可观。此

外，两者还可能面临奇异性的问题。 

本文针对雷达 HRRP 目标识别的特点，首先依据 Fisher

准则导出了 HRRP 总散度矩阵的零空间中不含有有用辨别

信息的结论，然后以此为基础提出了一种基于广义奇异值分

解(GSVD)的核不相关辨别子空间算法(KUDS)，仿真实验验

证了算法的性能。 
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2  核不相关辨别子空间特征提取算法 

2.1 算法推导 

设 { | ,  1, , } d N
i i N ×= ∈X x " ℜ 为N 幅d 维 HRRP 组

成的训练集， g 为目标类别数， lN 为第 l 类目标的样本数，

满足 1 gN N N= + +" 。先给定一非线性映射Φ ，将 d N×ℜ 映

射到高维特征空间F ： 
:  ,  ( )d N FΦ Φ× → →x xℜ            (1) 

定义特征空间F 中的 Fisher 准则函数如下： 
T

1 T( ) argmax b

w

J
Φ

Φ=
w

w S ww
w S w

              (2) 

其中 b
ΦS ， w

ΦS 分别表示类间和类内散度矩阵，另有总散度矩

阵 t
ΦS ，满足 t b w

Φ Φ Φ= +S S S 。在数学意义上，式(2)定义的最

优化问题等效于广义特征方程 b w
Φ Φ=S w S wλ ，其每一个特征

矢量均由F 空间中所有的样本张成，即： 

1

( )
N

i i
i

α Φ
=

= =∑w x Qα               (3) 

其中 1( ( ), , ( ))NΦ Φ=Q x x" ，系数矢量 T
1( , , )Nα α= "α 。 

选定核函数 ( , )k x y ，计算核对称矩阵 , 1, ,( )ij i j N==K K " ，

其中 ( ), ( ) ( , )ij i j i jkΦ Φ=< >=K x x x x  ( < ⋅> 表示内积运

算)。将式(3)代入式(2)，则 Fisher 最优化准则转化为 
T

2 T( ) argmax b

w

J = S
Sα

α αα
α α

             (4) 

相应地，各散度矩阵分别变为 
T T T,  ,  b b b w w w t t t= = =S H H S H H S H H        (5) 

其 中 1, ,
1, ,

( )i Nb ij
j g
=
=

=H B "
"

， , 1, ,( )w ij i j N==H W " ， t =H  

, 1, ,( )ij i j N=T " ，且： 

1 1

1 1( , ) ( , )
jN N

ij j i p i q
p qj

N k k
N N= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑B x x x x     (6) 

1

1( , ) ( , )
lN

ij i j i q
ql

k k
N =

= − ∑W x x x x                (7) 

1

1
( , ) ( , )

N

ij i j i q
q

k k
N =

= − ∑T x x x x                 (8) 

为求解核不相关最优辨别矢量，KUDS 在 Fisher 准则中 

引入了与 UDA 相同的正交条件，即 T
0,

1,i t j

i j

i j

≠⎧⎪⎪= ⎨⎪ =⎪⎩
Sα α ， 

从而式(4)更新为 

T

T

3 T1
( ) arg max

t

b

w

J
=

=
S

S
Sα α

α αα
α α

             (9) 

鉴于总散度矩阵 tS 在实际中可能出现奇异的问题，这里

先引入定理 1。 
定理 1  tS 奇异时，其零空间中不含有有用辨别信息。 
证明  定义 0(0) { | }t tξ ξ= =S S 表示 tS 的零空间。若

用Ξ代替 (0)tS ，则有： 
T

T

T T

T T

      

  ( )

  

    

t

b w

b w

b w

=

⇔ + =

⇔ + =

⇔ = =

S

S S

S S

S S∩

Ξ Ξ

Ξ Ξ

Ξ Ξ Ξ Ξ

Ξ Ξ Ξ Ξ

0

0

0

0 0         (10) 

式(10)表明，当 bS 和 wS 投影于 tS 的零空间时，类间和类内

散度将同时为零，依据 Fisher 准则，可知 (0)tS 中不含有有

用的辨别信息。这也就是说，若将 bS 和 wS 投影于 tS 的非零

空间，可以在不损失有用辨别信息的前提下降低后续运算的

处理维数。 

设 tS 的非零空间 (0)t
⊥S 为 rank( )th = S 个非零特征值

对应的特征矢量组成，记为 1[ , , ]h=E e e" ，将 bS ， wS 投影

于 (0)t
⊥S 可得： 

i j jTT
b b bb= =S E S E H H              (11) 

i j jTT
w w ww= =S E S E H H             (12) 

其中 j T
b b=H E H ， j T

w w=H E H 。 

依据上面两式，式(9)等效的广义特征方程可转化为

i ib w=S Sα λ α。但由于 iwS 在小样本情况下往往奇异，用传

统的求逆方式无法求解。因此，这里引入伪逆，并用广义奇

异值分解 (GSVD)来计算。 

定理 2  广义奇异值分解 [8]：假定矩阵 m n×∈A ℜ ，
p n×∈B ℜ ，对于分块矩阵： 

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A
H

B
， rank( )t = H  

存 在 正 交 矩 阵 m m×∈U ℜ ， p p×∈V ℜ ， t t×∈W ℜ ，
n n×∈Q ℜ ，使得 

N
T T ,   A

t n t−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

U AQ W R���	��
Σ 0 ， N
T T ,   B

t n t−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

V BQ W R���	��
Σ 0  

其中 

A
m t

A A

A

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

I

DΣ ℜ
0

，

B
p t

B B

B

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

I

DΣ ℜ
0

 

且 t t×∈R ℜ 非奇异，其奇异值等于矩阵H 的非零奇异值。

矩阵 AI 为 r r× 的单位矩阵， BI 为 ( ) ( )t r s t r s− − × − − 的

单位矩阵，其中 r 和 s 的值与所给数据有关， rank( )r = H  

rank( )− B ， rank( ) rank( ) rank( )s = + −A B H ； A0 和 B0 分

别是 ( ) ( )m r s t r s− − × − − 和 ( )p t r r− + × 的零矩阵(但这

两个零矩阵也有可能不存在，即无任何行或任何列)；

1 2diag( , , , )A r r r sα α α+ + +=D " ， 1 2diag( , , ,B r rβ β+ +=D "  

)r sβ + ，满足 1 21 0r r r sα α α+ + +> ≥ ≥ ≥ >" ， 11 rβ +>  

2 0r r sβ β+ +≥ ≥ ≥ >" 以及 2 2 1i iα β+ = ， 1, 2,i r r= + +  

,r s+" 。 

依据定理 2，容易导出如下引理。 

引理 1  定义矩阵： 
1−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R W
Z Q

I

0

0
 

易知，有下述性质成立： 
(1) T [ ,  ]A=U AZ Σ 0 ， T [ ,  ]B=V BZ Σ 0 ； 

(2)
T

T T A A
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Z A AZ
I

Σ Σ
Λ

0

0
； 
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(3)
T

T T B B
B

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Z B BZ
I

Σ Σ
Λ

0

0
； 

(4) T T T T t⎡ ⎤
⎢ ⎥+ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I
Z A AZ Z B BZ

0
0 0 。 

定理 2 和引理 1 的结论说明，由分块矩阵
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A
H

B
的广

义奇异值分解结果，可以构建一个新的矩阵 =Z  
1−⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R W
Q

I

0

0
实现对矩阵 TA A， TB B和 T T+A A B B的瞬

时对角化。KUDS 算法利用了上述结论，其基本实现思路是：

首先结合之前的推导建立分块矩阵 j
j

j

T

T

b

w

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H
H

H
，并对其进行 

GSVD 运算，然后按引理 1 求解类似的矩阵Z ，进而获得

KUDS 的一组统计不相关最优辨别矢量。 

2.2 算法描述 

结合 2.1 节的推导，及 Howland 和 Park 提出的一种

GSVD 简便计算方法[8]，下面给出 KUDS 算法的具体描述： 

输入  g 类目标的 HRRP 训练样本集 d N×∈X ℜ ，并选

定核函数 ( , )k x y 。 

(1)计算散度矩阵 bS ， wS 及相应的分解矩阵 N g
b

×∈H ℜ
和 N N

w
×∈H ℜ ，参见式(6)和式(7)； 

(2)计算 rank( )th = S ，依据定理 1，获得总散度矩阵的

非零子空间 1[ , , ]h=E e e" ，并将 bS 和 wS 分别投影于其中，

参见式(11)和式(12)； 

(3)建立矩阵 j
j

j

T

( )
T

b
g N h

w

+ ×
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H
H

H
ℜ ，并进行奇异值分解

j T
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H P Q
Σ 0
0 0 ； 

(4)令 jrank( )t = H ，取P的前 g ( g 为类别数)行 t 列，

并进行奇异值分解 T(1 : ,  1 : )g t =P U VΛ ； 

(5)计算矩阵 i
1−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

V
Z Q

I

Σ 0

0
，取 iZ 的前 r ( 1r g≤ − ) 

列矢量构成矩阵 irZ ，则式(9)所定义的最优化准则解集为

ir=M EZ 。 

输出  计算 ir= =G QM QEZ ，G即为构成 KUDS 的

统计不相关最优辨别矢量集，参见式(3)。 

任选一幅训练或测试 HRRP 样本 z ，计算其在 KUDS

中的投影： 
i iT TT T T T( ) ( )r r tzΦ Φ= = =y G z Z E Q z Z E K      (13) 

其中 T T
1( ) [ ( , ), , ( , )]tz Nk kΦ= =K Q z x z x z" 。 

3  基于核不相关辨别子空间的目标分类 

对 g ( 2≥ )类目标，先按 2.2 节描述的 KUDS 算法获取

统计不相关最优辨别矢量集G，然后依据式(13)将各目标的

训练样本投影于G中，取每类目标训练样本子像的平均作为

库模板矢量，构建总模板库为 1 2 g{ , , , }y y y" 。 

对任一幅测试HRRP样本 tx ，先按式(13)得到其在G中

的投影子像 ty ，然后计算其与各库模板矢量之间的

Euclidean 距离： 
|| ||,    1,2, ,i t id i g= − =y y "           (14) 

若满足 argmin{ }i
i

c d= ，则判定 tx 属于第c 类目标。 

4  仿真实验与分析 

4.1 实验数据 

本文实验采用C波段 ISAR雷达对空中3种飞机(An-26、

Jiang 和 Yark-42)录取的 HRRP 数据。根据飞行轨迹的不同，

每种飞机均记录了 7 段数据。表 1 给出了实验所用雷达及 3

种飞机目标的部分参数。 

表 1 ISAR 雷达及 3 类实测飞机目标的部分参数 

中心频率 信号带宽 
雷达参数 

5520MHz 400MHz 

飞机类型 机长(m) 机宽(m) 机高(m) 

An-26 23.80 29.20 8.58 

Jiang 14.39 15.90 4.57 

Yark-42 36.38 34.88 9.83 

实验之前，先对各目标的 HRRP 数据作如下预处理： 

(1)归一化。将每幅 HRRP 的模归一化为 1，降低其对

幅度的敏感性。 

(2)距离对准。利用 Fourier变换的平移不变性，对HRRP

作 Fourier 变换以对齐。同时，依据实数 Fourier 变换的共轭

对称性，取每幅像变换后的一半作为识别输入矢量。 

4.2 实验结果 

实验中，训练样本和测试样本从不同的数据段内选取：

首先按“隔二取一”的方式从 An-26 的第 2，第 4 段，Jiang

的第 2，第 7 段和 Yark-42 的第 2，第 5 段中抽取共 522 幅

HRRP 作为训练数据，然后从各目标余下的数据段中分别选

出一段，同样按“隔二取一”的方式抽取共 261 幅 HRRP

作为测试数据。 

实验 1 考察了高斯核函数 2( , ) exp( || || /k = − −x y x y  
)σ ( 0σ > )中的 σ因子对识别率的影响。取 KUDS 最优投影

子空间维数为 2。为便于比较，此处引入了几种经典的核方

法，包括 Liang 等提出的核不相关辨别分析(KUDA)、广义

辨别分析[9](GDA)及核主分量分析[10](KPCA)，结果如图 1
所示。 

可见，当参数 σ在 0.1~1.5 的范围内变化时(每隔 0.1 做

一次试验，共 15 次)，KUDA 受 σ变化的影响比较明显，其

平均识别率曲线波动较大，最高值与最低值相差达 28.42%。

而与之相反，KUDS，GDA 和 KPCA 受 σ变化的影响较小，
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体现出了良好的稳健性。就识别率而言，KUDS 各次试验的

平均结果为 93.21%，略逊于 GDA 的 93.93%，但远远优于

KPCA 的 80.35%。 

实验 2  考察了KUDS的最优投影子空间维数对目标识

别率的影响(采用高斯核函数，参数 σ 取值为 0.5)。如图 2

所示，易知 KUDS 的平均识别率在子空间维数取 2 时达到最

大值 94.53%，此后其识别率随着子空间维数的增长总体上呈

下降趋势。上述实验结果与文献[6]中理论与实验分析所获得

的结论相吻合，即对 g 类模式识别问题，可抽取的最有效辨

别特征为 1g − 个。 

 

图 1 参数 σ 变化对识别率的影响      图 2  KUDS 平均识别率 

与子空间维数的关系 

实验 3  比较了KUDS和UDA的识别性能(KUDS采用

高斯核函数，参数 σ 取值为 0.5，同时两方法子空间维数均

取 2)。如表 2 所示，KUDS 的识别率明显优于 UDA，平均

识别率超出后者达 17.91%。另一方面，KUDS 对 3 类飞机

目标识别率的最大值与最小值之间相差仅约 5.97%，相比

UDA 的 20.90%，其波动幅度要小得多，这些都充分体现了

核非线性方法对目标类可分性的改善作用。 

表 2 KUDS 和 UDA 对 3 类飞机目标的识别率比较(%) 

 UDA KUDS 

An-26 65.67 92.54 

Jiang 86.57 92.54 

Yark-42 77.61 98.51 

平均识别率 76.62 94.53 

5  结束语 

本文结合广义奇异值分解与核方法的优点，提出了一种

核不相关辨别子空间雷达 HRRP 目标识别算法。在 3 类飞机

实测回波数据的基础上，与 KUDA，GDA，KPCA 和 UDA

等方法进行了对比实验研究，并考察了径向基核函数参数 σ
值及最优投影子空间维数变化对新算法分类性能的影响。实

验结果表明，所提方法不仅有效地改善了目标的类可分性，

同时进一步增强了方法的稳健性。 
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