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基于二次虚拟内插的圆阵接收 2D-DOA 分离估计 

孙学军    张高毅    唐  斌    甘  泉 
(电子科技大学电子工程学院  成都  610054) 

摘  要：该文将二次虚拟内插技术引入圆阵接收的 2D-DOA 分离估计中，通过两次虚拟内插获取两虚拟内插阵列

之间的移不变因子，利用该移不变因子首先获得俯仰角的估计，再将估计到的俯仰角代入圆阵流型中，经一维搜索

即可获得方位角的估计。该方法有效地减小了因虚拟阵列和真实阵列之间的内插误差所带来的估计误差，仿真实验

验证了该方法的有效性。 
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Circle Array Receiving Signal 2D-DOA Separable  
Estimation Based on Twice Virtual Interpolations 

Sun Xue-jun    Zhang Gao-yi    Tang Bin    Gan Quan 
(School of Electronic Engineering, UEST of China Chengdu 610054, China) 

Abstract: In this paper, the twice virtual interpolations is introduced into the circle array receiving signal 2D-DOA 
separable estimation, twice virtual interpolations are used to get the rotational invariance factor, the factor is used 
to get the estimation of elevation angle, then the estimated elevation angle is substituted into the circle array 
manifold, thus the azimuth angle can be get by one dimensional search. This method reduced the estimation error 
because of the interpolation error between the virtual array and the real array efficiently, simulation results 
validate the efficiency of the method. 
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1  引言  

在阵列信号处理中，二维到达方向(2D-DOA)估计得到

了广泛的研究。利用圆阵接收时，直接利用 MUSIC 算法需

要二维搜索，实现难度大；ESPRIT 算法则无法直接用于圆

阵接收的方位估计，可通过虚拟内插技术 [1 9]− 或高阶累积 

量 [10, 11]实现对圆阵的扩展，以获得旋转不变因子。虚拟内插

技术是由 Friedlander 等人在文献[1-3]提出的，其思想是将

任意阵列变换成一等距均匀线阵或一系列具有相同结构的

阵列。内插技术可用于宽带信号处理[2,7]，空间平滑[1,5]等中，

也可扩展用于 Root-MUSIC[4]和 ESPRIT[6]算法中。基于虚

拟内插实现 ESPRIT 算法可以将任意阵列变换成虚拟等距

均匀线阵，然后利用旋转不变性估计信号源方位；也可以通

过内插技术将任意阵列变换成一个与真实阵列结构完全一

样，只是有位置上的平移的虚拟阵列。利用真实阵列和虚拟

阵列之间的旋转不变性即可实现信号的 DOA 估计[6]。这种

方法会由于真实阵列与虚拟阵列之间的内插误差而导致估

计性能恶化。本文提出一种基于二次虚拟内插的 2D-DOA 分

离估计方法，利用两虚拟内插阵之间的移不变性获取俯仰

角，减小因为虚拟内插带来的误差。再将得到的俯仰角代入
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真实圆阵阵列流型中，经一维搜索即可获得方位角的估计。

仿真验证了算法的有效性。 

2  信号模型 

假设 M 元均匀圆阵列的接收 q 个窄带信号，其接收信号

矢量为 
( ) ( ) ( )t t t= +X AS N               (1) 

其中矩阵 A 代表与信号到达角和阵列结构有关的M q× 维

方向矩阵， ( )tS 是 1q× 维信号向量， ( )tN 为 1M × 维噪声

向量。 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]T1 2, , , Mt x t x t x t=X              (2) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , , ,q qa a aϑ ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ ϕ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦A      (3) 

( ) ( ) ( ) ( )
T

1 2, , , qt s t s t s t⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦S               (4) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]T1 2, , , Mt n t n t n t=N             (5) 

常规基于特征结构高分辨率处理算法，都将存在耗时巨

大的二维空间搜索。下面借鉴虚拟内插的思路，提出一种

2D-DOA 分离估计方法。 

3  算法原理 

虚拟内插变换将空间进行区域划分，求出区域内的方向

矢量，找出原阵列方向矢量和虚拟阵列方向矢量的变换关

系。 
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假设信号位于区域Θ ，将其均分为 P 个锥形区域 

2l l l r rΘ θ θ θ θ θ θ θ θ⎡ ⎤= +Δ + Δ −Δ⎢ ⎥⎣ ⎦     (6) 

其中 lθ 和 rθ 为Θ 左右边界， θΔ 为步长。这样，真实阵列的

方向矩阵为 

( ) ( ) ( ) ( )= 2 rθ θ θ θ θ θ⎡ ⎤+Δ + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦A a a a al l l    (7) 

同一区域内，虚拟阵列方向矩阵为 

( ) ( ) ( ) ( )= 2 rθ θ θ θ θ θ⎡ ⎤+Δ + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦A a a a al l 1    (8) 

假设真实阵列的方向矩阵A与虚拟阵列的方向矩阵A
间存在一个线性变换 kB ，使得 

( ) ( )H
k θ θ=B A A                (9) 

为了求得虚拟内插变换矩阵 kB ，可计算 Min{|| −A  
H || }k FB A  。 

在实际处理中， kB 的求解方法、扇区大小和扇区位置

选取不恰当都会导致内插误差过大，使测向失败。 

3.1 kB 的求解方法 

一种直接的方法是采用正则方程求解可得 

( ) 1H H
k

−
=B AA AA                (10) 

这种方法将产生较大的误差。 

在实际应用中常采用奇异值分解的方法，对A 进行奇异

值分解 

[ ][ ]H1 2,0 ,Σ=A U V V              (11) 

其中 M MU C ×∈ ， M MCΣ ×∈ ， 1V P M∈ × ， ( )
2

P P MV C × −= 。

这时 
1 H H

1k Σ−=B U V A                (12) 

这种方法比直接的最小二乘法更稳定，在运算中传递误

差较小，能更好地逼近虚拟方向向量矩阵。 

3.2 内插方法 
根据上述思路，将圆阵虚拟内插变换为另两个阵列，这

两个虚拟阵列与圆阵结构完全一样，不同的是虚拟阵列相对

真实阵列有一定位移，设为 d，如图 1 所示。可见，虚拟阵

列与原始阵列具有 ESPRIT 算法结构。 

 

图 1 虚拟阵列示意图 

设圆阵A各阵元位置为 ( , ,0)k kx y ( )1,2, ,k M= ，圆阵

1A 各阵元位置为 ( , , )( 1,2, , )k kx y d k M− = ，圆阵 2A 各阵元

位置为 ( , , 2 )( 1,2, , )k kx y d k M− = ，则有 

( ) ( )2 cos cos sin cos /, k kj x ya e π ϑ ϕ ϑ ϕ λϑ ϕ − +=           (13) 

( ) ( )2 cos cos sin cos sin /
1 , k kj x y dv e π ϑ ϕ ϑ ϕ ϕ λϑ ϕ − + −=      (14) 

( ) ( )2 cos cos sin cos 2 sin /
2 , k kj x y dv e π ϑ ϕ ϑ ϕ ϕ λϑ ϕ − + −=     (15) 

这样，可用 ESPRIT 算法先获得俯仰角的估计，然后再

代入 MUSIC 算法后，再经一维搜索即可获得方位角的估计，

这样估计得到的俯仰角与方位角可自动配对。 

3.3  SVIA(单次虚拟内插算法)-ESPRIT 算法 

首先获得真实阵列协方差矩阵 ( ) ( )H[ ]xx E t t=R X X 的

估计，用 xxR 表示； 

其次，对 xxR 做奇异值分解，利用 MDL 准则估计信号

源个数； 

然后，取出信号空间 xE ，利用 kB 求出虚拟阵列接收信

号空间 y k x=E B E ； 

这样即可利用真实阵列和虚拟阵列接收信号的移不变

特性，对 H 1 H( )x x x y
−E E E E 做特征值分解，求出其特征值为

, 1, ,i i qΦ = ； 

于是，俯仰角可通过下式求得 
( )( )arcsin angle /2i i dϕ λ Φ π=          (16) 

3.4  TVIA(两次虚拟内插算法)-ESPRIT 算法 

首先获得真实阵列协方差矩阵 ( ) ( )H[ ]xx E t t=R X X 的

估计，用 xxR 表示； 

其次，对 xxR 做奇异值分解，利用 MDL 准则估计信号

源个数； 

利用二次内插分别获得虚拟阵列 1A 和 2A 的阵列接收信

号，然后利用两虚拟阵列接收信号之间的移不变特性，用

ESPRIT 求解俯仰角。 

基于二次虚拟内插的圆阵接收 2D-DOA 分离估计算法

具体流程如下： 

 

图 2 算法流程图 

4  算法性能分析 

4.1 误差分析 

内插误差可能造成真实阵列与虚拟阵列之间的移不变

性也有较大误差，二次内插出来的两个虚拟阵列之间均有相

应的内插过程，可以有效抵消部分因为内插带来的误差。 

单次内插的变换误差为 

( ) ( )

( )

H
1

1

ev1
k F

F

θ θ

θ

−
=
B A A

A
             (17) 

二次内插的变换误差为 

( ) ( )

( )

H
2

2

ev2
k' F

F

θ θ

θ

−
=
B A A

A
             (18) 
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单次内插与二次内插之间的误差为 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

H
2 1

H
2 1

ev2
ev1

k' F F

kF F

θ θ θ

θ θ θ

−
=

−

B A A A

A B A A
   (19) 

容易证明当 ev1 1> ， ev2 1> 时， ev2/ev1 ev1< 。因

此，当变换误差较大时，利用单次内插与二次内插之间的移

不变性可有效地减小因变换带来的误差。 

4.2 算法复杂度分析 

一般情况下，阵列接收到的快拍数 N 远大于阵元数 M。

估计采样协方差矩阵需要的计算量约 2M N ，对一个M M×
维的矩阵做特征值分解的计算量约为 3( )O M 。二维 ESPRIT

算法所需计算量约为 2 3(3 ( ))M N O M+ ；如果利用二维

MUSIC算法需要在一个精密的二维网格 1 2 1( )( ,K K K M×   

2 )K M 内进行搜索，其计算量约为 ( ) ( )2 2( 2 2M N M+  

( )31 2( ) 2 )K K O M⋅ + 。本文提出的方法利用一维 ESPRIT 和

需要一维 MUSIC 在一个精密的一维范围搜索方位角，其所

需的计算量约为 ( ) ( )2 32
1(3 2 ( ) 2 )M N M K O M+ + ， 1K  

M 。为了获得精度较高的变换矩阵，计算变换矩阵所需的

计算量也较大，但这是一个离线计算的过程，在实际系统中

可忽略。可见本算法复杂度介于二维 ESPRIT 算法和二维

MUSIC 算法之间。与二维 MUSIC 算法相比，本文的方法计

算量小很多。 

5  仿真实验 

实验条件：仿真中，设信号到达方位角 60 ，俯仰角 25 ，

俯仰角扇区大小 30 ，扇区位置为 0 30− 。步长为1 。快拍

数为 1024。 

阵列内插中只考虑俯仰角，单虚拟阵和双虚拟阵俯仰角

和方位角估计精度如图 3 所示。 

从图 3 可见，这两种内插方法均可有效估计俯仰角，在

获得俯仰角的基础上，代入二维阵列流型中，二维搜索问题

则简化为一维问题，方位角可利用 MUSIC 算法获得。由图

3 可见采用二次内插比单次内插的估计精度高。 

6  结束语 

本文基于虚拟内插思想，研究了圆阵接收的 2D-DOA 分

离估计方法。首先通过对圆阵的虚拟内插，获得两个与真实

圆阵结构一样的虚拟圆阵，两圆阵与真实圆阵之间有相对位

移，即沿 z 方向的位移。这样可通过两虚拟阵列之间的移不 

 

图 3 估计精度比较 

变性先估计俯仰角，将其代入真实圆阵流型中，则可以通过

一维搜索即可获得方位角的估计。仿真试验验证了方法的有

效性。 
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