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二维fBm分形分层介质粗糙面电磁波透射特征研究 
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摘 要：该文运用微扰法研究了平面波入射分层介质粗糙面的电磁波透射问题，推导出不同极化状态的透射波散射

系数公式。采用二维 fBm 分形粗糙面来模拟实际的分层介质粗糙面，结合其功率谱导出了平面波入射时的透射系

数计算公式。通过数值计算得到了 HH 极化状态下二维 fBm 分形分层介质粗糙面透射系数随透射波的散射角变化

的曲线，分形特征、基本特征、随频率变化的特征。结果表明分维、底层介质介电常数、中间介质介电常数和厚度、

粗糙面参数及入射波频率对透射系数的影响是非常复杂的。 
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Study on Characteristics of Electromagnetic Wave Transmission  
from 2-D FBm Fractal Rough Surface of Layered Medium 
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Abstract: The electromagnetic wave transmission with plane wave incidence on the rough surface of layered 
medium is studied, the formulae of the transmission coefficient for different polarization is derived using the small 
perturbation method. A 2-D fBm fractal rough surface is presented for describing natural rough surface of layered 
medium, the curves of the transmission coefficient of the HH polarization with varying of the scattering angle of 
transmission wave are obtained by numerical implementation, the fractal characteristics, the basic characteristics, 
and the characteristics with varying of frequency of the incidence wave are obtained by numerical calculating. The 
numerical results show that the influence of the fractal dimension, the permittivity of substrate medium, the 
permittivity and the mean layer thickness of intermediate medium, the rms and the correlation length of the rough 
surface, and the incident frequency on the transmission coefficient is very complex. 
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1 引言  

近几十年来，粗糙面电磁散射一直是一个十分活跃，有

着大量实际应用，且为多学科领域共同研究的热门课题 [1 5]− 。

由于自然界许多粗糙面下方都是分层介质，不难想象分层介

质粗糙面电磁散射在诸多工程、技术和科学问题中是颇有价

值的。在近几十年中，研究粗糙面电磁散射新的解析方法不

断得到丰富和发展，这些方法有小斜率近似法[6]、双尺度方

法[7]、基尔霍夫近似法[8]和微扰法[9]等。 

在过去的粗糙面电磁散射的研究中，研究粗糙面，包括

分形粗糙面上方的介质中的电磁散射居多[10,11]，而研究粗糙

面下方介质中的电磁波透射问题则相对较少[12,13]，不仅如

此，所研究的粗糙面大多为两种介质的分界面，而实际的粗
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糙面有许多是其下方有两种或两种以上的介质，本文研究由

3种介质组成的分层介质粗糙面的电磁波透射问题，而且入

射到分层介质粗糙面的电磁波为平面波。 

2 公式推导 

考虑电磁波在两个半空间的分界面(粗糙面)上发生的电

磁散射，分界面用方程 ( )z f= r ( { , }x y=r )描述。不失一般

性，我们假设粗糙面上方( ( )z f> r )均匀半空间介质(介质１)

的介电常数和磁导率分别为 0 1ε = , 0 1μ = ,粗糙面下方

( ( )z f< r )均匀半空间介质的介电常数为 ( )zε ，随机函数

( )f r 具有零均值且在空间上是统计均匀的，即 ( ) 0f =r 。 

如图1所示，现有一频率为 ω 、波矢为 ik ( { sin ,i i ik θ=k  

0, cos }i ik θ− , /ik cω= )的单一频率(忽略时谐因子 ~ i te ω− )

平面电磁波以入射角 iθ 从介质1入射到两个半无限介质的粗

糙分界面 rS 上。 

根据电场和磁场的边界条件，电场和磁场的切向分量在 



234                                          电 子 与 信 息 学 报                                    第 31 卷     

 

图1 粗糙面电磁波透射问题几何示意图 

粗糙边界 rS 上连续，即 
(2) (1) (2) (1)( ) ( ) 0

r rS S× − = × − =N H H N E E     (1) 

式(1)中 (2)E 和 (2)H 分别为下半空间 ( )z f< r 的电场和磁场，
(1)E , (1)H 分别为上半空间 ( )z f> r 的电场和磁场，N 为粗

糙面 rS 的法线方向的单位矢量，并且指向上方，可以表示为 
2 1/ 2( )(1 )−= − +N n s s               (2) 

式(2)中n 为水平面(粗糙面 rS 的平均平面) pS ( 0z = )法线

方向的单位矢量， ( ) ( )r f= ∇s r r 是表面斜度的矢量场，这里

{ / , / }r x y∇ = ∂ ∂ ∂ ∂ ．假定粗糙面 rS 的斜度与水平面 pS 相

比较足够小，我们可以将边界条件式(1)展开为 ( )f r 和 ( )s r
的级数，仅保留一阶项则为[5] 

( ) ( )
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Hn H s H n

En E s E n
    (3) 

式(3)中 (2) (1)Δ = −H H H ， (2) (1)Δ = −E E E ，此时，可以

用下式描述这一衍射问题。 
(1,2) (1,2) (1,2) (1,2) (1,2) (1,2)

0 1 0 1,  = + = +H H H E E E      (4) 

这里 (1) (1)
0 0,E H ( (2) (2)

0 0,E H )分别是粗糙面上方(下方)半空间对

应于通过平面边界 pS 反射(折射)且未受扰动的电场和磁场，

它们满足一致性边界条件 
 (2) (1) (2) (1)

0 0 0 0( ) ( ) 0
P PS S× − = × − =n H H n E E      (5) 

(1) (1)
1 1,E H ( (2) (2)

1 1,E H )分别是关于 ( )f r 和 ( )s r 的一阶近似、修

正的散射电场和磁场，即上(下)半空间的散射场，它们满足

非一致性边界条件 
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Hn H s H n

En E s E n
   (6) 

这里 (2) (1)
0 0 0Δ = −H H H , (2) (1)

1 1 1Δ = −H H H , (2)
0 0Δ =E E  

(1)
0−E , (2) (1)

1 1 1Δ = −E E E 。 

我们首先考虑在介质１中传播的、入射在粗糙面 rS 上的

单一频率水平极化平面电磁波(TE波)，在波矢 ik 的方向上有 
k(1) ( )

0 0
i zik i ze P e⋅ ⋅ −= =R k r

inE P             (7) 

这里 { },z=R r 是三维矢径， 0 (0,1,0)y= =P e 是单位极化

矢量， { }, 0,0k=k 是入射波矢 { },i zk= −k k 在平面 0z = 上

的二维投影， 2 2
0 0 cosz i i ik k k kμ ε θ= − = 。 

根据斯涅耳折射定律，下半空间( 0z < )的总的零阶电

场 (2)
0E 为 

(2)
0 0 ( )

' '
z zi ik z ' ik z

h he T e R e−= +k.rE P          (8) 

式(8)中 hT 为折射系数， '
hR 为反射系数。 

根据麦克斯韦方程组可得下半空间( 0z < )的总的零阶

磁场 (2)
0H 为 

(2) (2)
0 0

1

iik
= ∇H E                  (9) 

在下面的推导中，假定下半空间介质的介电常数 ( )zε 随

z 的变化是缓慢的，并且在平均平面 pS ( 0z = )附近，即在

粗糙面下方的一个薄层内 ( )zε 是一个常数，忽略 ( )zε ， hT 和
'
hR 的变化，可得 

(2) .
0 0 0 0

1
[( ) ( ) ]

' '
z zi r ' ik z ' ' ik z

h i h r z
i

e T k e R k e
k

−
→−= × + ×kH P P  (10) 

将式(8)和式(10)代入一致性边界条件式(5)，可以得到菲

涅耳反射和折射系数的表达式为 

0 0

0 0

1
,

1 1

'
h h h

h h' '
h h h h

R R R
R T

R R R R
+ += =

+ +
        (11) 

这里 0hR 为从两种均匀介质(介电常数分别为 0 1ε = 和

ε )构成的水平分界面反射时通常的菲涅耳反射系数，表示为 
2

0 2

cos sin

cos sin
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h
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θ ε θ

− −
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+ −
            (12) 

由式(8) 和式(10)可以得到边界条件式(6)右端零阶散射

场的差值 0 0,Δ ΔH E 和它们的法向导数如下 
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将透射场按平面波展开，并且对坐标 r 应用傅里叶变换，

由式(6)可得 
(2) (1)

0
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( ) ( 1) (1 ( )) =
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h
i h i H'

z z

'
z z
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H Hn q P J

E En

(14) 

由此可得水平极化波的透射振幅为 
( )

( )
[1 ( )] [1 ( )]

' h
' z i H
s ' ' '

z h s z h s

k k
k R k Rθ θ

⋅⋅ =
+ + −

P JP E       (15) 

由式(14)定义的表面电流J h
H 在矢量P上的投影为 

( ) ( ) ( 1)(1 ( ))cosh
H i h iif k Rε θ ϕ⊥⋅ = − +P J q       (16) 

将式(16)代入式(15)可得 

2( 1)( ) ( ) ( )[1 ( )]cos
2

'
' z
s i h s h i

z

kif k T R
k

ε θ θ ϕ⊥
−⋅ = +P E q   (17) 

式(17)给出了水平极化入射波条件下透射波的振幅。类似地，

可以推出垂直极化入射波条件下透射波的振幅为 
[ ( )]( )

[1 ( )] [1 ( )]

' h
' z z H
s ' ' '

z v s z v s

k k
k R k R

ε
ε θ θ

⋅ ×⋅ =−
+ + −

P n JP H     (18) 
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考虑到式(14)表面电流的定义可得 
[ ( ) ( ) ( 1)(1 ( ))sinh

H i h iif k Rε θ ϕ⊥⋅ × = − +P n J q    (19) 

由此可得到式(18)的最终形式为 
1( ) ( ) ( )[1 ( )]sin

2
' '
s i z v s h iif k k T Rε θ θ ϕ⊥

−⋅ = − +P H q  (20) 

所以透射系数为 
2 2(2 )( , ) lim ( ) Re

P

' '
h s i S

k k '
S
πσ ε

→∞
= 〈 ⋅ 〉P E       (21) 

2 2(2 ) Re
( , ) lim ( )

P

' '
v s i S

k k '
S
π εσ

ε→∞
= 〈 ⋅ 〉P H       (22) 

对于水平极化入射波，运用式(17)和式(20)可以得到式

(21)和式(22)的统一的、相似的形式[5] 
220 4( , ) 1 ( )Re'

s i i fk k k f Wαβ αβσ π ε ε= − −q k     (23) 

这里下标 α 和 β 分别表示透射波和入射波的极化状态，

( )fW −q k 是粗糙表面的空间功率谱密度，它是粗糙表面自

相关函数的傅里叶变换， sin cos  sin' '
s s i ik kθ φ θ− = −q k 。 

对于非磁性分层介质( 1μ = )构成的粗糙边界，式(23)

中的一组因子 'fαβ 用显式表示即为 

[ ]
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⎫⎪⎪= + ⎪⎪⎪⎪⎪⎪= − + ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎡ ⎤= − + + ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪⎪⎪⎪⋅ ⎪⎪
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⎭

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
  (24) 

这里 hR 和 vR 分别表示从水平面 pS ( 0z = )下方介质( 0z < )

进入水平面上方( 0z > )半空间水平极化和垂直极化的镜反

射系数， iθ 为入射角， sθ 为介质1中的散射角， '
sθ 为介质2

中的散射角，φ为透射波的方位角。对于一般的任意分层介

质的情形，镜反射系数 hR 和 vR 分别具有如下形式 

0 0

0 0

,
1 1

' '
h h v v

h v' '
h h v v

R R R RR R
R R R R
+ += =

+ +
        (25) 

这里 0hR 和 0vR 分别为从两种均匀介质(介电常数分别为

0 1ε = 和 ε )构成的水平分界面反射时的菲涅耳反射系数，表

示为 
2 2

0 02 2

cos sin cos sin,
cos sin cos sin

h vR Rθ ε θ ε θ ε θ
θ ε θ ε θ ε θ
− − − −= =
+ − + −

(26) 

R' 为中间介质下方介质(底层介质)的反射系数( 0R' = 对应

于下半空间( 0z < )是介电常数为常数的均匀介质)。 

现在考虑最简单的分层结构介质，也就是粗糙面上方为

自由空间，下方为由两层介质构成的空间，具有复介电常数

' i ''ε ε ε= + 的平均厚度为H 的均匀层，覆盖在复介电常数

为 1 1 1
' ''iε ε ε= + 的均匀底层上。具有这种结构的反射系数 hR

和 vR 即为式(11)给出的一般方程，且R' 可以表示为下面的

形式 

2
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2
1

( ) ( )exp(2 sin )
(27)

( ) ( )exp(2 sin )            
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h h
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v v
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R R ikH
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⎫⎪= − ⎪⎪⎪⎬⎪⎪= − ⎪⎪⎭  

式中 1( )R θ 为从介电常数为 ε 和 1ε 的两种介质表面 z H= −

反射时的菲涅耳反射系数，表达式为 
2 2

1
1 2 2

1

2 2
1 1

1 2 2
1 1

sin sin
( )

sin sin
(28)

sin sin
( )           

sin sin

h

v

R
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ε ε θ ε ε θ
θ
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3  二维fBm分形粗糙面模型与微扰法近似 

fBm 是一类具有分形特征的高斯随机函数，其模拟是基

于高度起伏相关函数所对应的功率谱采用 Monte Carlo 方法

进行的，对于一个二维 fBm 分形粗糙面，其功率谱满足 

0fW S f α−=                   (29) 

其中 
2 2 8 2H Dα = + = −             (30) 

2 2

2 2 ( sin cos sin ) ( sin sin )

x y

' ' '
s s i i s s

f f f

k k kθ φ θ θ φ

= +

= − + + −   (31) 

0S 为一常数( 0S >0)。 

如果粗糙表面高度起伏可以用上述分形函数来表示，则

根据第2节中所述微扰法，将式(29)代入式(23)，可得经过二

维fBm分形分层介质粗糙面散射进入下半空间的电磁波的单

位非相干散射截面为 
220 4

0( , ) 1 Re'
s i ik k k f S f α

αβ αβσ π ε ε−= −      (32) 

这样就可以得到二维fBm分形分层介质粗糙面电磁波透

射的散射系数如下 
0

1010lg ( , )s ik kαβσ σ=                (33) 

在以下数值计算过程中，主要考虑发生在 -x z 平面的电

磁散射，则在图1所示坐标系下， 0φ = , 此时根据微扰法近

似[1]，因 '
s ik kε= ，上述各式中 f 应为 

sin sin'
i s i if k kε θ θ= − +             (34) 

以下数值计算时，入射频率取为 10 GHz，入射角取为
o30 。 

4 数值计算结果和讨论 

4.1 分维对透射系数的影响 

根据式(33)，通过数值计算可以得到在 1.6 0.01iε = + , 

1 80 30iε = + ， 10H λ= (λ 为入射波长，下文不再说明)时，

不同分维D 对应的 σ 随透射波的散射角 '
sθ 变化的曲线如图2

所示。由图2可以看出，在其它参数一定的条件下，对应于

不同分维D 的曲线区别是很明显的，这说明分维D 对透射

系数的影响很大，分维D 越大，透射系数 σ 就越大。 

4.2 底层介质介电常数对透射系数的影响 

图3给出了在 1.6 0.01iε = + , 10H λ= , 2.5D = 的情况

下，不同底层介质介电常数 1ε 下计算出的 σ 随散射角 '
sθ 的变 
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图2 不同D对应的              图3 不同 1ε 对应的 

透射系数角分布                透射系数角分布 

化曲线。不难看出，在其它参数一定的条件下，对应于不同

1ε 的曲线几乎是重合的，这说明底层介质介电常数 1ε 对透射

系数的影响不大。 

4.3 中间层介质介电常数对透射系数的影响 

图 4 给出了在 1 80 30iε = + , 10H λ= , 2.5D = 的情况

下，不同中间层介质介电常数 ε下计算出的 σ 随散射角 '
sθ 的

变化曲线。不难看出，在其它参数和 ε的虚部一定的条件下，

ε的实部越大，透射系数角分布曲线随散射角变化出现的振

荡越早，振荡的频率越大，振荡的振幅相当，并且在散射角

变化的大部分范围内，散射系数越大；在其它参数和 ε的实

部一定的条件下， ε的虚部越大，曲线振荡的越迟，振荡的

振幅越小，振荡的频率相当。这一结论对环境遥感等雷达工

程问题来说是颇有价值的。 
4.4 中间层厚度对透射系数的影响  

图5计算了 1 80 30iε = + , 1.6 0.01iε = + , 2.5D = 时，

不同中间层介质厚度H 对应的 σ 随散射角 '
sθ 的变化曲线。

不难看出，在其它参数一定的条件下，H 越大，曲线振荡的

频率越大、振幅越小，并且当H 增大到原来的两倍时，曲线

振 荡 的 频 率 也 增 大 到 原 来 的 两 倍 ， 这 一 结 果 在
o30 70sθ< < 的范围内是近似成立的，对于平面波入射二

维fBm分形分层介质粗糙面的电磁逆散射问题具有重要的意

义。 

 

图4 不同 ε 下透射系数角分布   图5 不同H下透射系数角分布 

4.5 入射频率对透射系数的影响 

为了进一步研究透射系数 σ 随入射频率 f 变化的规律，

本文对此亦进行了数值计算，图 6 给出了数值计算结果，计

算时各种参数的取值如下： o30iθ = ， 2.5D = ， 1 80ε =  

30i+ ， 1.6 0.01iε = + , 10H λ= ， '
sθ 分别为 o10 (小于折射

角)和 o50 (大于折射角)，由此可得二维 fBm 分形分层介质粗

糙面透射系数随频率变化的特征。由图 6 可以看出：不管是 

 

图6 σ 随入射频率 f 的变化曲线 

'
sθ 小于折射角、还是 '

sθ 大于折射角，σ 随入射频率 f 的变化

均是振荡的，但 o10'
sθ = 对应的透射系数大于 o50'

sθ = 对应

的透射系数。 

以上仅考虑发生在 -x z 平面的电磁散射，即散射方位角
o0φ = ，因此式(24)中 0' '

vh hvf f= = ，由式(24)，式(33)经

大量数值计算可知，VV 极化的情形与 HH 极化的情形透射

系数的特征是相似的。 

5 结束语 

本文基于微扰法得到了平面电磁波入射分层介质粗糙

面上时透射系数的表达式，采用二维 fBm 分形粗糙面来模拟

实际的介质粗糙面，结合 fBm 分形粗糙面的功率谱导出了透

射系数计算公式，通过数值计算得到了 fBm 分形分层粗糙面

透射系数的特征。当然本文只是研究了分维、底层介质介电

常数、中间介质介电常数和厚度及入射波频率对 fBm 分形分

层介质粗糙面透射系数的影响，对于其它谱分布的分层介质

粗糙面的透射问题还有待于作进一步地深入研究。 
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