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最小范数准则在多目标 DOA 跟踪中的应用 

张怀根    张林让    吴顺君    刘  寅 
(西安电子科技大学雷达信号处理国家重点实验室  西安  710071) 

摘  要：该文分析了协方差矩阵的内部结构，得到了一种具有较低运算量的基于范数最小准则的多目标 DOA 跟踪

算法。进一步，在其基础上通过解一组线性方程组得到了不同时间段各个目标的回波功率。此算法适用于各个目标

的回波功率随时间变化的情况，可以对各个目标的 DOA 和功率进行联合跟踪。仿真结果表明该算法具有较高的跟

踪性能。 
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Tracking DOA of Multiple Targets Based on 
 a Matrix Norm Minimization Technique 

Zhang Huai-gen    Zhang Lin-rang    Wu Shun-jun    Liu Yin 
(National Lab of Radar Signal Processing, Xidian Univ., Xi’an 710071, China) 

Abstract: Analyzing the inner configuration of the covariance matrix, a new multiple targets DOA tracking 
algorithm is presented based on a matrix norm minimization technique. Furthermore, by solving a set of linear 
equations, the power of each target is got at different time. This algorithm can be applied when the power of each 
target changes with time, and it can track the angles and power jointly. Simulation results show the method has 
high performance in tracking.  
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1  引言  

DOA 估计是阵列信号处理的重要内容，其代表性算法

有 MUSIC[1]，ESPRIT[2]等，然而这些算法往往只用来分析

当目标处于静止状态的情况。当目标的角度随着时间变化

时，由于这些算法要重复地对协方差矩阵进行特征值分解或

奇异值分解，因此从运算量上来讲这是不切实际的。为了解

决这一问题，最近十年来，子空间跟踪技术 [3 6]− 得到了广泛

的研究。这些算法利用当前时刻接收到的数据对先前估计的

子空间进行更新，具有较小的运算量。但要想完成 DOA 的

跟踪过程还需要完成以下两个任务：首先当得到信号子空间

时，要运用 MUSIC 或 ESPRIT 算法来估计各个目标的

DOA；其次前后时刻估计得到的角度并不是自动关联的，此

时需要使用数据关联算法[7]，其运算量为 !N (N 为目标个

数)。当目标的个数很多时，其运算量也相当大。 

为了避免数据关联这一过程，不少学者也提出了一些算

法，文献[8]将 PASTd 算法与卡尔曼算法相结合，文献[9-12]

均是采用最大似然方法，文献[13]将构建的协方差矩阵与估

计得到的协方差矩阵差的范数作为一代价函数，然后再利用

一些最优化算法(如高斯-牛顿法、共轭梯度法)最小化代价函
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数得到各个目标的角度。这些算法在一定条件下均可避免运

算量较大的数据关联过程。 

本文通过分析协方差矩阵的内部构成，简化了文献[13]

中的代价函数，降低了运算量并且将简化以后的算法称之为

算法 1。我们注意到文献[13]中都是假设各个目标的回波功率

是不随时间变化的，而这种假设在实际中往往不能满足。本

文提出的算法 2 不需要这种假设，可以对各个目标的角度和

功率进行联合跟踪。 

2  数学模型 

众所周知，M 个等间距放置的阵元在 t 时刻的输入信号

为 
T

1 2( ) [ ( ) ( )  ( )] ( ) ( ) ( )Mt r t r t r t t t t= = +r A s n     (1) 

其中 

1 2( ) [ ( ) ( )  ( )]Nt t t t=A a a a ; ( ) 2 ( )( ) [1  i ij t j t
i t e eΦ Φ− −=a

( 1) ( ) T ]ij M te Φ− − ; 
2( ) sin ( )i i

dt tπΦ θ
λ

= ，d 为阵元间距，λ 为波长， ( )i tθ 表 

示 t 时刻第 i 个目标的 DOA。   
T

1 2( ) [ ( ) ( )  ( )]Nt s t s t s t=s ， ( )is t 为第 i 个目标的窄带

回波信号。 
T

1 2( ) [ ( ) ( )  ( )]Mt n t n t n t=n ， ( )in t 为第 i 个阵元的观

测噪声，上标“T”表示转置。 
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假设阵元噪声 ( )in t 为零均值、方差为 2σ 的互不相关的

高斯过程，并且与回波信号不相关，那么阵元协方差矩阵可

写为 
H H 2( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )st E t t t t t σ= = +R r r A R A I      (2) 

式(2)中 H( ) [ ( ) ( )]s t E t t=R s s ，表示 t 时刻回波信号的协方差

矩阵； I 为一个M M× 的单位矩阵，上标“H ”表示共轭

转置。 

当各个目标的 DOA 变化是一个慢变过程时，在 [(n −  

1) , ]T nT 这一段时间内各个目标的 DOA 可以看作近似不变，

并且在这一段时间内可以得到 Q 个快拍，此时记nT 时刻估

计得到的阵元协方差矩阵为 

H

1

1
( ) ,   1,2,

Q

k

kT kT
nT nT nT n

Q Q Q=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= − − =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑R r r  (3) 

本文正是通过估计得到的阵元协方差矩阵 ( )nTR 完成

了对各个目标 DOA ( )i nTθ 以及信号协方差矩阵 ( )s nTR 的

跟踪。 

3  基于范数最小原则的多目标 DOA 跟踪算法 

3.1 sR t( )不随时间而变化 

文献[13]在假设 ( )s tR 不随时间而变化的情况下通过最

小化下面的代价函数得到了不同时刻各个目标的 DOA。 

　　　　

2

H 2 2

( ( )) || ( ) ( )||

           || ( ) ( ) ( ) || ,  

2,3,

F

s F

J nT nT nT

nT nT nT

n

σ

= −

= − −

=

R R

R A RA I

θ

  (4) 

将 ( )nTR 展开可得： 
H 2

( 1) ( )2 ( )

1 1 1

( 2) ( )( ) 2

1 1 1

( 2) ( )( 1) ( ) 2

1 1 1

( ) ( ) ( )

ii

ii

ii

s

N N N
j M nTj nT

i i i
i i i

N N N
j M nTj nT

i i i
i i i

N N N
j M nTj M nT

i i i
i i i

nT nT nT

p pe p e

p e p p e

pe p e p

ΦΦ

ΦΦ

ΦΦ

σ

σ

σ

σ

−

= = =

−−

= = =

− −− −

= = =

= + =

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢
⎢
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∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

R A RA I

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥

 (5) 

其中
2( ) sin ( )i i

dnT nTπΦ θ
λ

= ； 1 2diag( , , , )s Np p p=R 为已

知量。 
通过观察式(5)，注意到此式只有 2( 1) 1M − + 个不同的

元素，对角线上的元素不包含角度信息，上对角线和下对角

线的元素互为共轭。因此，从矩阵元素的角度出发，式(5)
只有 ( 1)M − 个独立的元素。不失一般性，取出式(5)第 1 行 

的元素(第 1 个元素除外)并且记为 ( )

1

( ) i
N

j nT
i

i

nT p e Φ

=

⎡
⎢= ⎢⎣
∑b  

2 ( ) ( 1) ( )

1 1

  i i
N N

j nT j M nT
i i

i i

p e p eΦ Φ−

= =

⎤
⎥
⎥⎦

∑ ∑ ， 则 新 的 代 价 函 数

( ( ))J' nTθ 为 
2

( ( )) ( ) ( )
F

J' nT nT nT= −b bθ           (6) 

其中 ( )nTb 为 ( )nTR 第 1 行的元素(第 1 个元素除外)。为了

最小化式(6)，需要计算出 ( ( ))J' nTθ 的梯度 ( ( ))J' nT∇ θ 。将

式(6)展开可得： 
1

2 2

1

( ( )) { ( ) ( )}
M

k k
k

J' nT C nT D nT
−

=
= +∑θ         (7) 

其 中
1

( ) cos( ( )) ( )
N

k i i k
i

C nT p k nT x nTΦ
=

= −∑ ； ( )kD nT =  

1

sin( ( )) ( )
N

i i k
i

p k nT y nTΦ
=

−∑ 。这里 ( )kx nT 为 ( )nTb 第 k 个元

素的实部， ( )ky nT 为 ( )nTb 第 k 个元素的虚部。 

由式(7)可得： 

　　　　　　　

1

1

( ( )) ( ) ( )
2 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )2 ( )
( ) ( )

M
k i

k
ki i i

k i
k

i i

J' nT C nT nT
C nT

nT nT nT

D nT nTD nT
nT nT

Φ
θ Φ θ

Φ
Φ θ

−

=

⎧⎪∂ ∂ ∂⎪= ⎨⎪∂ ∂ ∂⎪⎩
⎫⎪∂ ∂ ⎪+ ⎬⎪∂ ∂ ⎪⎭

∑θ

 (8) 

式 (8) 中
1

( ) sin( ( ))
( )

N
k

i i
ii

C nT p k k nT
nT

Φ
Φ =

∂ = −
∂ ∑ ； ＝

( )
( )

k

i

D nT
nTΦ

∂
∂

 

1

N

i
i

p k
=
∑ cos( ( ))ik nTΦ⋅ ；

( ) 2 cos ( )
( )

i
i

i

nT d nT
nT

Φ π θ
θ λ

∂ =
∂

。 

得到 ( ( ))J' nTθ 的梯度 ( ( ))J' nT∇ θ 以后，通过各种基于

梯度的优化算法(如牛顿法、高斯-牛顿法、共轭梯度法)可以

得到不同时刻各个目标的 DOA ( )i nTθ 。算法的具体步骤如

下： 

(1)在 [ ]0,T 这段时间内，利用式(3)估计出阵元协方差矩

阵 ( )TR ，再用高分辨方法(如 ESPRIT)估计出 T 时刻各个

目标的 DOA ( )Tθ 、信号协方差矩阵 sR 。 

(2)在 [ ],2T T 这段时间内，估计出阵元协方差矩阵

(2 )TR ，利用式(6)得到目标函数 ( (2 ))J' Tθ ，由式(8)得到其

相应的梯度。 

(3) 把 ( )Tθ 作 为 初 值 ， 利 用 共轭 梯 度 法 最小 化 

( (2 ))J' Tθ ，得到 2t T= 时刻各个目标的 DOA (2 )Tθ 。 

(4)重复步骤(2), 步骤(3)，得到 3 , 4 ,t T t T= = 时各个

目标的 DOA (3 ), (4 ),T Tθ θ 。 

上述方法其实是文献[13]的一种改进方法，相对于文献

[13]主要有如下优点：(1)不需要估计阵元噪声功率，避免了

由于阵元噪声功率估计不准带来的误差。(2)代价函数大大简

化，算法具有较小的运算量。 

为了后面的比较，称这种简化以后的算法为算法 1。 

3.2 sR t( )随时间而变化 

文献[13]和本文的改进算法都是假设信号的协方差矩阵

( )s tR 不随时间而变化。实际上，这往往难于满足。为了解

决这一问题，本文在最小化 ( ( ))J' nTθ 时做如下的近似： 
( ) (( 1) )s snT n T≈ −R R               (9) 

将式(9)代入 ( ( ))J' nTθ 并将其最小化得到 ( )nTθ ，再将

( )nTθ 代入以下方程组， 
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N

N
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N
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p nT e

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

Φ Φ− −

+ + =

+ + =

+

+ 1) ( )
1( )NM nT

Mb nTΦ−
−

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

 

 (10) 

解线性方程组可得： 
†

( ) ( ) ( )nT nT nT=p H b              (11) 

其中 
T

1 2( ) [ ( ) ( )  ( )]NnT p nT p nT p nT=p  
1 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

T
1 2

( )

( ) [ ( ) ( )  ( )]

N

N

N

nT nT nT

nT nT nT

M nT M nT M nT

N

e e e

e e e
nT

e e e

nT b nT b nT b nT

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

H

b

 

上标“ † ”表示伪逆，
H H† 1( ) ( ( ) ( )) ( )nT nT nT nT−=H H H H 。 

由此便估计得到了nT 时刻的信号协方差矩阵 ( )s nTR  

diag( ( ))nT= p 。 

综上，适合于信号协方差矩阵随着时间而变化的算法总

结如下，并且称之为算法 2： 

(1)在 [ ]0,T 这段时间内，利用式(3)估计出阵元协方差矩

阵 ( )TR ，再用高分辨方法(如 ESPRIT)估计出 T 时刻各个

目标的 DOA ( )Tθ 及信号协方差矩阵 ( )s TR 。 

(2)在 [ ],2T T 这段时间内，估计出阵元协方差矩阵

(2 )TR ，假设 (2 ) ( )s sT T≈R R 并且将其代入式(6)得到目标

函数 ( (2 ))J' Tθ ，同时由式(8)得到其相应的梯度。 

(3) 把 ( )Tθ 作 为 初 值 ， 利 用 共轭 梯 度 法 最小 化

( (2 ))J' Tθ ，得到 2t T= 时刻各个目标的 DOA (2 )Tθ 。 

(4)将 (2 )Tθ 代入式(10)，解线性方程组可得 (2 )T =p  
†
(2 ) (2 )T TH b ，从而得到 2T 时刻的信号协方差矩阵估计值

(2 ) diag( (2 ))s T T=R p 。 

(5)重复(2), (4)，便可以估计得到 3 ,4 ,T T 时各个目标

的 DOA (3 ), (4 ),T Tθ θ 以及信号协方差矩阵 (3 ),s TR  

(4 ),s TR 。 

4  仿真结果及其分析 

仿真实验 1  此场景中假设 3 个阵元跟踪 2 个目标，阵

元等间距放置且其间距为波长的一半；一个目标的角度做线

性变化，另外一个目标的角度做正弦变化；信号协方差不随

时间而变化，目标1的信噪比为3dB，目标2的信噪比为6dB；
式(3)中的快拍数 500Q = 。图 1，图 2 是本文算法 1 和文献

[13]算法分别经过 100 次独立仿真以后的结果。 

图 2 中 均 方 误 差 的 定 义 为 ： θΔ =  
2 2( (1) (1)) ( (2) (2))θ θ θ θ− + − ，其中 (1)θ 和 (1)θ 分别为目标

1 的真值和估计值， (2)θ 和 (2)θ 为目标 2 的真值和估计值。 

 

图 1 跟踪结果                图 2 均方误差 

由仿真结果可以看出本文算法 1的跟踪精度和文献[13]相当，

但算法 1 运算量要明显小于文献[13]算法。 

仿真实验 2  信号协方差矩阵 ( )s tR 随着时间而变化，两

个目标的角度变化和功率变化分别如图 3 和图 5 的实线所

示，其它条件如实验 1。算法 2 的仿真结果如图 3-图 6 所示： 

 

图 3 角度跟踪结果          图 4 角度跟踪均方误差 

 

图 5 功率跟踪结果           图 6 功率跟踪均方误差 

图 3 和图 5 为不同阵元噪声功率下角度和功率跟踪结

果，图 4 和图 6 分别为角度和功率跟踪的均方误差。其中角

度跟踪均方误差的定义如实验 1，功率跟踪均方误差的定义

为 2 2( (1) (1)) ( (2) (2))p p p p pΔ = − + − ， (1)p 和 (1)p 为目标

1 功率的真值和估计值； (2)p 和 (2)p 为目标 2 功率的真值和

估计值。由仿真结果可以看出当目标的功率随着时间变化

时，本文算法 2 可以有效地跟踪目标的角度和功率。 

5  结束语 

本文通过分析阵元协方差矩阵的内部结构，将文献[13]

的代价函数简化得到了一种新的基于范数最小准则的多目

标 DOA 跟踪算法。同时通过式(9)近似完成了对 DOA 和功

率的联合跟踪。仿真结果表明了算法的有效性。 
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